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Introducere

In ultimii ani s-a acordat o atentie deosebitd teoriilor generalizate ale mecanicii me-
diilor continue existand numeroase lucrari dedicate acestui subiect.

Teoria mediilor termoelastice poroase este o generalizare a teoriei clasice a termoe-
lasticitatii i a fost studiata de Iegan [15]. Aceste materiale prezinta o microstructura
cu o proprietate importantd: densitatea de masa in fiecare punct al materialului
poate fi scrisa ca produsul dintre densitatea materialului matritd si functia porozi-
tate. Aceastd reprezentare a densitdtii este una importantd deoarece introduce un
grad nou de libertate cinematicd. Iesan [16] a introdus teoria mediilor termovascoe-
lastice poroase. Aceasta teorie reprezinta o extindere a teoriei mediilor termoelastice
poroase, incluzand derivata in raport cu timpul a tensorului de deformare si deri-
vata in raport cu timpul a gradientului functiei porozitate intr-un set de variabile
constitutive independente.

Aceastd lucrare este consacrata studiului unor probleme matematice asociate cu
doua medii continue generalizate: mediile termoelastice poroase si mediile termova-
scoelastice poroase. Mai precis, sunt prezentate unele rezultate ale autorului ce se
refera la problema existentei si a unicitatii solutiei in medii termovascoelastice po-
roase, la problema comportarii spatiale a solutiei problemei la limita cu valori initiale
asociata modelului termovascoelastic poros, precum si la problema comportérii spa-
tiale pentru doua tipuri de probleme nestandard: prima este cea in care datele la
momentul final sunt considerate proportionale cu cele de la momentul initial, iar al
doilea tip este cel al problemelor la limitd cu valori finale, pentru care sunt date
conditiile finale la momentul t=0. De asemenea, este studiata problema propagarii
undelor de suprafata Rayleigh atat pentru cazul mediilor termoelastice poroase cat si
pentru cel al mediilor termovascoelastice poroase.

Primul capitol al acestei lucrari are caracter introductiv si este consacrat prezen-
tarii teoriei mediilor termovéascoelastice poroase. Capitolul 2 este dedicat studiului
problemei existentei si a unicitatii solutiei unei probleme la limita cu valori initiale
din teoria mediilor termovascoelastice poroase. Vom utiliza unele rezultate din teoria
semigrupurilor de operatori liniari pentru a demonstra rezultatele principale. Rezul-
tatele prezentate in acest capitol au fost incluse in lucrarea [5].

In Capitolul 3 se studiazi problema comportirii spatiale a solutiei problemei la
limita cu valori initiale asociatd modelului termovascoelastic poros. Cu ajutorul unei
masuri ponderate a solutiei, sunt stabilite estimari de tipul Saint-Venant, pentru



domenii marginite, gi estimari de tipul Phragmén-Lindel6f, pentru cazul domeniilor
nemarginite. Rezultatele prezentate in cadrul acestui capitol au fost publicate in
lucrarea [3].

In Capitolul 4 consideram o problemi nestandard pentru un cilindru prismatic al-
catuit dintr-un material termovéascoelastic poros. Comportarea spatiala a solutiei este
studiata cu ajutorul unei integrale evaluata pe sectiunea transversala a cilindrului.
Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in lucrarea [2].

Capitolul 5 este consacrat studiului comportéarii spatiale a solutiei unei probleme
la limita cu valori finale asociata modelului termovéascoelastic poros. Comportarea
spatiald a solutiei este studiata cu ajutorul unei functionale asociata procesului ter-
movéascoelastic poros. In termenii acestei functionale sunt determinate estimari de
descregtere spatiala de tipul Saint-Venant. Rezultatele obtinute in acest capitol au
fost publicate in lucrarea [6].

Capitolul 6 este consacrat studiului problemei propagarii undelor de suprafata aso-
ciatd modelului termoelastic poros. Sunt prezentate pentru inceput ecuatiile teoriei
liniare, iar apoi se studiaza comportarea undelor armonice plane. De asemenea, este
studiatd problema propagarii undelor de suprafatd Rayleigh pentru cazul unui semi-
spatiu alcatuit dintr-un material termoelastic poros, izotrop si omogen. Continutul
acestui capitol a fost publicat de citre autor in lucrarea [7].

In Capitolul 7 este tratatd problema propagirii undelor de suprafatd Rayleigh
pentru un semi-spatiu alcatuit dintr-un material termovascoelastic poros gradat ex-
ponential. Sunt tratate cazurile mediilor termovascoelastice poroase anizotrope si
neomogene, izotrope si neomogene, gi izotrope si omogene. Pentru ultimul caz sunt
prezentate unele simulari numerice pentru a evidentia mai bine rezultatele teoretice
obtinute. Rezultatele prezentate in acest capitol au fost incluse in lucrarea [4].

La realizarea acestei lucrari autorul a beneficiat de suportul oferit de Programul
Operational Sectorial pentru Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013 si de Ministe-
rul Educatiei Nationale gi Cercetarii Stiintifice prin proiectele:

e POSDRU/159/1.5/5/137750 — director Prof. Dr. Gheorghe Aniculiesei;
e PN-II-RU-TE-2014-4-0320 — director Asist. Dr. Ionel-Dumitrel Ghiba.



Capitolul 1

Medi termovascoelastice poroase

In acest capitol vom prezenta ecuatiile ce descriu comportarea mediilor termovasco-
elastice poroase [16]. In prima parte vom formula principiile termodinamicii i vom
deduce ecuatiile teoriei neliniare a mediilor termovascoelastice poroase. Vom prezenta
apoi ecuatiile constitutive caracteristice acestor tipuri de medii si vom deduce ecu-
atiile teoriei liniare. In ultima parte a acestui capitol vom prezenta un rezultat de
unicitate a solutiei in contextul teoriei liniare a mediilor termovascoelastice poroase.

1.1 Preliminarii

Consideram un corp alcatuit dintr-un material termovéascoelastic poros, care la mo-
mentul £y ocupa regiunea B a spatiului Euclidian tridimensional. Configuratia corpu-
lui la momentul ¢y se considera drept configuratie de referinta. Vom referi migcarea
corpului B la configuratia de referinta si la un sistem fix de coordonate carteziene
OXg, K=1,2,3.

Presupunem ca mediul este deformat astfel incat la momentul ¢ el va ocupa do-
meniul B de frontiera 0B, punctul M, ajungand in pozitia M din B. Domeniul B
se numegte configuratie actuala. Raportdm mediul care ocupa domeniul B la un alt
sistem de coordonate carteziene rectangulare, fix, O'z;, 1 = 1,2, 3.

Intre B si B este stabilitd o corespondenti biunivocd si bicontinui in care se
corespund punctele M, din B si punctele M din B.

Definim deformarea mediului prin relatiile

x =x(X,t), (X,t) € B x (to,t1), (1.1.1)

unde (ty,t,) este un interval de timp fixat, cu to > 0 si t; > to. In cele ce urmeaza,
vom presupune ci functiile x sunt de clasd C?, p > 2, in raport cu variabilele de care
depind si ca are loc urmatoarea relatie

(91,3-
J = det (aXK> >0, (1.1.2)
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in B X (to,t1). Coordonatele Xx se numesc coordonate lagrangeiene sau coordonate
materiale, iar variabilele z; se numesc coordonate euleriene sau coordonate spatiale.

1.2 Ecuatiile teoriei neliniare

Conceptul de corp distribuit a fost utilizat pentru prima data de catre Goodman si
Cowin [14] pentru a descrie materialele de tip granular. Teoria prezentata in [14] se
bazeaza pe introducerea unei noi variabile cinematice v, definita ca raportul dintre
densitatea de masid a materialului, p, si densitatea materialului matrita, p, in forma

p=vp. (1.2.1)

Aceastd reprezentare este una importantda deoarece introduce un grad de libertate
in plus, descris de functia porozitate, v, gi care este o misura a variatiei volumului
mediului rezultata prin contractia sau dilatarea porilor.

Relatia are loc gi in configuratia de referinti. Prin urmare, vom avea

Po = Voo, (1.2.2)

unde pg reprezinta densitatea de masa la momentul tg, py este densitatea materialului
matritd la momentul ¢, iar 1 reprezinta fractia volumetrica la momentul ;.

1.3 Ecuatii constitutive

Douéa corpuri de aceeasi forma si aceeagi masa pot avea comportari diferite atunci
cand sunt supuse la aceleasi solicitari. Asadar, sunt necesare anumite relatii care sa
defineasca diverse clase de materiale. Aceste relatii se numesc ecuatii constitutive
sau relatii constitutive. In aceastd sectiune sunt prezentate ecuatiile constitutive care
descriu comportarea mediilor termovascoelastice poroase.

1.4 Teoria liniara

In cele ce urmeazi, vom prezenta ecuatiile teoriei liniare a mediilor termovascoelastice
b
poroase [16]. Introducem notatiile

0
Xi: iKXK7 f,i:a_)lé7

unde ;i reprezinta simbolul lui Kronecker. De asemenea, introducem urmaéatoarele
notatii
UZ:JZZ—XZ, @Y =V — 1), QZT—T(), (141)

unde T} reprezintd temperatura absoluta a corpului in configuratia de referinta.
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In teoria liniara se presupune ca deplasarea, functia porozitate si temperatura
sunt cantititi mici ce se pot scrie in urméatoarea forma [17]

u=cu, p=¢c¢, 0=cf, (1.4.2)

unde ¢ este o constantd suficient de mica ale carui puteri mai mari sau egale cu 2
sunt neglijate, iar u’, ¢’ gi ¢ sunt independente de €. In baza acestei scrieri, tensorul
de deformare al lui Lagrange se reduce la

1

€= 5 <Uu + U]z) (1.4.3)

Ecuatiile de baza ale teoriei liniare a mediilor termovascoelastice poroase sunt date
de ecuatiile de miscare
tiig + pofi = potii, (1.4.4)

in B X (tg,t1), ecuatia fortelor de echilibrare
Hj; + g+ pol = por, (1.4.5)
in B X (to,t1), ecuatia energiei

polon = Qj; + poS, (1.4.6)
in B X (tg,t1), ecuatiile constitutive

tij = Cijrsers + Bijo + Dijeip . — Bij + 535,
H; = Aijpj + Dysiers + dip — a;0 + H{,
g = —Bijei; —&p —dip; +mb + g7, (14.7)
pn = Bijei; + al +me + a;p;,
Qi = kij j + firsérs + bip + ai;0,

unde S, H; gi g* sunt date de relatiile
S;‘j = Cg‘jmém + B¢ + D;‘jkg@k + M;jke,k,
Hi = A5, + Grgérs + dip + P50 5, (1.4.8)
g = —Fjei; — &0 — e — R0
Coeficientii Cyjps, Bij, -, R; se numesc coeficienti constitutivi si verificd urméatoarele
relatii de simetrie
Cijrs = Cjirs = Crsij, Bij = Bji, Dijk = Dy, Aij = Aji, Bij = By,
C:jrs = C;irs = C:sij7 B:j = B}Z‘v D;}k = D;ilm M;;k = M;z'kv A;’kj = A;i’

x Y x __ D* * _ I _ _
- Gsri’ Pij - ‘Pji’ ‘Fij - Fji7 kij - kji; fi’/‘s - fisr-

St

(1.4.9)
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In teoria liniard densitatea de energie interni este definita astfel
1
W = 5 <Cij’r‘seije7‘s + Aijgp,iSO,j + §g02 —I— QBZ']‘QDGZ‘]‘ + 2Dijk€ij90,k + 2dﬁ0g071> . (1410)
De asemenea, are loc si urmatoarea inegalitate de disipare a energiei

1
+ Tokije’ie’j + (B* + F*)BWQO

1 ) ) o .
+ ( ik T Gz]k) Eijpx + (szk + ﬁfkij)ez‘ﬂ,k + (dF + 7).

A(éija Sba Qb,jv 9, ) = ngrseljers + A’Lj(lb ZSOJ + §*902

L, 1 _ | )
In cazul materialelor termovascoelastice poroase izotrope, ecuatiile constitutive devin

tij = Aep0ij + 2pei; + bpdi; — B00;; + N°€,0055 + 21" €55 + b P05,
Hi=ap; +a"p,; +7°0;,

g=—be, —Ep+mb—~"¢é.,. — P, (1.4.12)
pPoll = /Berr + aé’ + me,
Qi = kb, + (i,

unde A, p, ..., £ sunt coeficienti constitutivi, iar d;; reprezinta simbolul lui Kronecker.
Conform relatiei (1.4.12]), pentru cazul materialelor izotrope, inegalitatea de disi-

pare a energiei (1.4.11)) implicd urmatoarele conditii
1 \2
3M+mﬁzodﬁzacﬁzakzag*zaﬂ(ﬁ+?{>g4&h@A1@
0

Atasam ecuatiilor de mai sus urmétoarele conditii initiale

ui(X,0) = u(X), ¢(X,0) = ¢"(X), 6(X,0) = 6°(X),

ui(X, O) = U?(X)7 gb(X’()) _ ¢0(X), X e §7 (1.4.14)

si urmatoarele conditii la frontiera

wi (X, t) = (X, 1), pe Iy x (to, t1), t;(X,t)n; = t;(X,t), pe By x (to, 1),
o(X,t) = (X, 1), pe T3 x (to, t1), Hi(X,t)n; = ﬁ<X7t>7 pe X4 X (to, t1),
9(X,t) = g(X,t), pe 35 X (to, 1), Qi(X,t)n; = @(Xat)a pe g X (to,11),
(1 4.15)
unde u?, ©°,6° 00, ¢° U, ;, 3, H, 6 si Q sunt functii prescrise, iar 3, (k = ,6)

sunt suprafete incluse in dB, care indeplinesc proprietatile ¥y N Xy = 23 ﬂ 24
E5ﬂ26 ®§121U22 23U24—E5U26 0B.



Daca consideram cazul materialelor termovascoelastice poroase izotrope si omo-

gene, atunci ecuatiile (1.4.4)-(1.4.6) conduc la

A + (A1 + pa)uj i + b — B0+ pofi = poil,
OélAg0 — MU — &ip+ 0+ Pog = pokY, (1416)
kAG — BTyt + Do + poS = b,

unde

0 0 0 0
M=A+XN—=—, mm=p+p"—, b=b+b"—, o =a+a"—,
gt 8815 ot ot 9 (1.4.17)
’Yl=b+7*a, flzf‘i‘f*aa [y =7"A+m, F2:(CA—mT0)E7
¢ = aTly, iar A reprezintd operatorul lui Laplace.
Vom nota cu (P) problema la limitd cu valori initiale asociatd modelului ter-

movascoelastic poros definitd de ecuatiile de bazd (1.4.4)-(1.4.6)), conditiile la limita
(1.4.15)) si conditiile initiale (1.4.14)).

1.5 Unicitatea solutiei

Teorema 1.5.1. Presupunem ca

(i) po, k $i a sunt functlii strict pozitive;

(11)) W este o forma patratica pozitiv semidefinita;

(1) coeficientii constitutivi satisfac relatiile de simetrie st tnegalitatea de
disipare a energiel . Atunci, problema la limitd cu valori initiale (P) asociatd
teorier liniare a mediilor termovdscoelastice poroase admite cel mult o solutie.



Capitolul 2

Existenta si unicitatea solutiel in
medil termovascoelastice poroase

Acest capitol este consacrat studiului existentei si a unicitédtii solutiei problemei la
limita asociatda modelului termovascoelastic poros. Utilizand unele rezultate din teoria
semigrupurilor de operatori liniari, vom reformula problema la limita ca o problema
Cauchy abstracta intr-un spatiu Hilbert potrivit ales si vom stabili un rezultat de
existenta si unicitate a solutiei. De asemenea, vom deduce o estimare ce descrie
dependenta continua a solutiei in raport cu datele initiale gi in raport cu incarcarile.
Rezultatele prezentate in acest capitol au fost incluse in [5].

2.1 Formularea problemei la limita cu valori initiale

In cadrul acestui capitol, vom considera ca regiunea B este alcatuitd dintr-un material
termovascoelastic poros anizotrop si neomogen. Vom nota cu (£?) problema la limita

cu valori initiale definita de ecuatiile —, de conditiile la limita
w(X,t) =0, X, t)=0, 6(X,t)=0, pedB x (0,00), (2.1.1)
si de conditiile initiale
ui(X,0) = w(X),  »(X,0) =¢"(X), 0(X,0)=0"X),
(X, 0) =v)(X), ¢(X,0)=¢"(X), XeB, (2.1.2)

unde uY, %, 0° v) si ¥ sunt functii continue prescrise.
Presupunem ca energia internd YV este o forma patratica pozitiv definita in ter-
menii lui e;;, ¢ si @ i ca po, K, si a satisfac

po >0, K(X)>ky>0, a(X)>ay>0, VXeEB. (2.1.3)

In cele ce urmeazi, vom nota cu (£?') problema la limiti adimensionalizati. Pu-
tem observa cu ugurintd cd problema (') este analoagd cu problema ().
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2.2 Existenta si unicitatea solutiei

In aceastd sectiune vom folosi unele rezultate din teoria semigrupurilor de operatori
liniari [19] pentru a demonstra existenta si unicitatea solutiei problemei (£?’). Pentru
inceput, vom reformula problema (') ca o problema Cauchy abstracta intr-un spatiu
Hilbert convenabil. In acest scop definim

H={w=(u,v,011.0) | uecHB), ¢ H(B),veLXB),y,0 € L}B)}, (2.2.1)

unde v = u, v = ¢, HY(B) = [H}(B)]?, L*(B) = [L*(B)]?, iar HJ*(B) este spatiul
Sobolev cunoscut [1]. De asemenea, introducem urmétorii operatori

A%w =v;, Blw=1,

1
Alw = 00 (Cmsur,s + Bijo + Dijrp . — Bij0 + Cijrsrs + By
0
D+ Miuby)
5J
1
BQUJ = p_H (Az]@,z + Drsjur,s + dJQO - aje + A;kj¢al + G:SJ'UTvs (222)
0
1
+dj + Pt ) ———(Bijui; +&p + dipi —mb + Fju
/ 7 pok ’
Y+ e+ Rje,j>7
1 1
Cw=—- (kwe,z + fjrsvr,s + bﬂ/’ + ajiw’i> 4 (ﬁijvi’j +my+ aiwﬂ).

Vom nota cu A operatorul definit de
Aw = (Alw, AZw, B'w, B*w, Cw), (2.2.3)
al carui domeniu este
DA ={w=(u,v,p,90,0) e H| Aw € H,u=0,0=0,0 =0 pe 0B}.

Asadar, cu notatiile de mai sus, vom obtine urméitoarea problema Cauchy

d
Ew(t) = Aw(t) + G(t),

w(0) = o

(2.2.4)

1
unde w = (0, v, ¢,1,0), G(t) = (0, £,0,-¢, ap—j(los), W = (W00, 0 0 0. £ = (f)

u’ = (), iar v = (1Y), 1 =1,2,3.

i

Introducem urmatorul produs scalar in ‘H
(w,w )y = / [poviv;“ + pok™ + abf* + 2]:(2/17,2/1})} dv, YVw,w" €H, (2.2.5)
B

9



unde Ur = {u, ¢}, U; = {u*, p*}, iar

~ 1 - 1. . 1 - 1 -
FUr,Ur) = §Cijrsui,jur,s + 559090 + EAz‘jQO,z‘SO,j + §Bij (i 5@ + Ui jp)

1 - - 1 - -
+ 5 Digie(wig e+ Uigop) + 5di(pPi + 9p.)- (2.2.6)

Lema 2.2.1. Produsul scalar (-, )3 defineste o normd echivalentd cu norma uzuald
din spatiul H.

Lema 2.2.2. Operatorul A, definit de relatia 7 este disipativ, adicd
(Aw,w)y <0, pentru orice w € D(A). (2.2.7)
Lema 2.2.3. Operatorul A satisface condifia
Range(I — A) = H. (2.2.8)

Teorema 2.2.1. Operatorul A definit de relatia genereaza un Co-semigrup de
contractii in spatiul Hilbert H.

Teorema 2.2.2. Presupunem ca f € C'([0,00); L*(B)), ¢,S € C'([0,0); L*(B)),
WO = (v 00 0% € D(A), iar densitatea de energia internd este o formd
patratica pozitiv definita in termenii corespunzdatori. Atunci, exista o solufie unicd a
problemet Cauchy abstracte care satisface

w=(u,v,p,9,0) € C'((0,00); H) N C*([0, 00); D(A)).

Urmétoarea teorema descrie dependenta continud a solutiei problemei (£?') in
raport cu datele initiale si in raport cu incarcari masice.

Teorema 2.2.3. Daca f € C*(]0,0); L%(B)), ¢, S € C'([0,00); L*(B)), w°’ = (u’ v",
00 0% € D(A) si densitatea de energie internd este o formd palraticd pozitiv
definita in termenii corespunzatori, atunci are loc urmdatoarea estimare

Ol < (Ol + | (Il + 1oy + 1Sl ). 229

unde C' este o constantd pozitiva.
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Capitolul 3

Problema comportarii spatiale in
medil termovascoelastice poroase

Acest capitol este dedicat studiului comportéarii spatiale a solutiei problemei la limita
cu valori initiale asociatd modelului termovéscoelastic poros. In acest scop, vom
considera doui functionale asociate procesului termovascoelastic poros. In termenii
acestor functionale vom stabili estimari de crestere gi de descregtere exponentiala.
Mai precis, pentru cazul domeniilor marginite vom deduce estimari de tipul Saint-
Venant, in timp ce pentru domenii nemérginite vom stabili estiméiri alternative de
tipul Phragmén-Lindel6f. Aceste rezultate originale ale autorului au fost publicate in
lucrarea [3].

3.1 Ipoteze constitutive. Rezultate auxiliare

Pe parcursul acestui capitol, vom considera ca regiunea B este alcatuita dintr-un
material termovascoelastic poros, anizotrop si neomogen. Presupunem ca pg, Kk si a
sunt functii strict pozitive pe B, si ci energia de disipare si energia internd sunt forme
patratice pozitiv definite in termenii corespunzatori.

Sub aceste ipoteze, stabilim urmatoarele rezultate:

Lema 3.1.1. Dacad = {u;, ¢, 0} este o solutie a problemei la limita cu valori initiale
(P), atunci pentru orice e, constantd pozitiva, are loc inegalitatea

1 1
0

unde

[ S S 1
A (U) = 6 + 0" + rhopipi + —=km0.0.. 3.1.2
1(U) y Culis + P 0Pt om0 (3.1.2)

Lema 3.1.2. Field = {u;, p,0} o solutie a problemei la limita cu valori initiale (P).
Atunci, pentru orice €’ > 0 are loc urmatoarea estimare

QuQ: < 2Ty Kas(1 + ) Aofh) + ar (1 + é)Ag(w, (3.1.3)
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unde

*

K " Up oo | Gn .
AQ(Z/{) = 2—%9’1'671', Ag(Z/{) MZ eljelj + 7(,02 + 9 RoP,iP.i- (314)

3.2 Comportarea spatiala a solutiei

Fie U = {u;, ¢, 0} o solutie a problemei la limita cu valori initiale (77) Pentru un timp
fixat T > 0, consideram suportul Dy al incircarilor Z = {fi, €, S, ud vd, 0 40, 6° u;, @,

0,%:, H, Q} pe intervalul de timp [0, 7. Altfel spus, Dr este multimea punctelor X € B
astfel incat daca X € B, atunci

u?(X) # 0 sau vY(X) # 0 sau ¢(X) # 0 sau ¢°(X) # 0 sau 0°(X) #0

sau f;(X,s) # 0 sau (X, s) # 0 sau S(X,s) # 0 (3:2.1)
pentru cel putin un timp s € [0, 7, iar dacd X € 0B, atunci
(X, 8) # 0 sau £;(X,s) #0 sau $(X,s)#0 sau
H(X,s)#0 sau 0(X,s) #0 sau Q(X,s)#0 (3.2.2)

pentru cel putin un timp s € [0, 7.
Presupunem cad Dp este un domeniu marginit si regulat. Pentru fiecare r > 0,
introducem multimea D, prin

D, ={XeB:DrnS(X,) £ 0}, (3.2.3)

unde (X, r) reprezinta bila deschisa de razd r i cu centrul in punctul X. De ase-
menea, introducem urmétoarele multimi: B, = B\D,, B(r1,r3) = By,\By,, 71 > 2.
Vom nota cu .S, partea suprafetei 0B, continuti in interiorul lui B si a carei normala
este indreptata in exteriorul multimii D,..

Observiam cd pentru un domeniu marginit, raza r variaza intre [0, L], L < oo,

unde L = max{min{[(Xj - Y)(X; -Y)|V2: Y € DT} X € E}.
Pentru solutia U = {u;, ¢, 0} a problemei la limitd cu valori initiale (P), asociem
urmatoarea functionald [12]

20,0 == [ [ o tathngists) + Hlohmapls) + 7-Qu(o)nis)]dads, (32.9

Vr >0, t € [0,T], unde o este un parametru prescris, iar n; reprezinta componentele
normalei exterioare la suprafata S,.
De asemenea, introducem si urmatoarea functionala

t
T 1) = / I(r, s)ds. (3.2.5)
0
Urmatorul rezultat prezintd cateva proprietiti ale functionalelor Z(r,t) si J(r,t).
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Teorema 3.2.1. Fie U = {u;, np,@} 0 solu;fze a problemez la limita (77), corespunza-

toare incarcarilor £ = {fi, £, S,u, v?, ©° 0 9° ﬂl,gp,G tl,H Q} st fie DT un dome-

niu marginit. Pentru fiecare t € [0,T], fizat, functionalele Z(r,t) i J(r,t) satisfac:
(i) Pentru 0 < ry <y, avem

I(Tl, t) — I(Tg, t)

_ 1 /B ( et [poul(t)ui(t) + pokeg” (1) + ab?(t) + 2V (U (L)) | dv

/ / ™ [puia()i(s) + por*(s) + af?(s)
¢
+ QW(U(S)) dvds - / / e °NU(s))dvds; (3.2.6)
0 r1,r2
(11) Z(r,t) este o functionald continuu diferentiabila in raport cur > 0 ce satisface
0 1 —ot[ s -2 2
—I(rt)=—5 | ¢ [poui(t)ui(t) + por@A(t) + ab?(t) + QW(u(t))} dv
Sr

= [ e et + o)+ at(s) + 2wie(s) | s

/ / AU duds (3.2.7)

(7ii) Functionalele Z(r,t) i J(r,t) sunt descrescatoare in raport cu raza r;
(iv) Z(r,t) satisface urmatoarea inegalitate diferentiald de ordinul intdi

oz
TNT(r, )| + S (r,t) <0, >0, (3.2.8)
¢ or
unde
2pp (1
(= mgx{c, gane }, c= M, (3.2.9)
B £o Po
tar €y este radacina pozitiva a urmdtoaret ecualii algebrice
M? K a M?
e+ (1- e e L —0; (3.2.10)
aopinsr  2a0Topnr  AaoTy pim agfins
(v) T (r,t) satisface urmdatoarea inegalitate diferentiala de ordinul intdi
~ . 0J
\/Eg(t)a—(r, t)+|T(r,t)] <0, >0, (3.2.11)
r

unde

C(t) = m@X{’y(t), M } V() = \/QWM (;OJF 5@)), (3.2.12)



iar 6(t) este radacina pozitiva a urmatoarei ecuatii algebrice

2 ~ 2
M Pokur Pt )5 MZ . (3.2.13)

(o M iy,

aopenr  2a0Topmt  daodypat aopnr

(vi) Daca B este un domeniu marginit, atunci functionalele Z(r,t) i J(r,t) sunt
pozitive.

Teorema 3.2.2. (Comportare spatiald pentru domenit mdrginite) Fie B un
domeniu marginit. Daca U = {u;, @, 0} este o solutie a problemei (P) si daca suportul
datelor Dy este marginit, atunci, pentru fiecare t € [0,T], solutia U = {u;,p, 0},
masurata prin Z(r,t) sau J(r,t), descreste spatial in urmatoarea forma

Z(r,t) <Z(0,t) exp(—%r), 0<r<IL, (3.2.14)

J(r,t) < J(0,1) exp(—\/%v(t)r), 0<r<IL, (3.2.15)

unde C gi E(t) sunt date de relatiile (fé’?gl) §i (fS’QIZl)

Teorema 3.2.3. (Comportare spatiald pentru domenii nemadrginite) Fie B un
domeniu nemarginit. Dacad = {u;, ¢, 0} este o solutie a problemei la limita cu valori
initiale (P) si dacd multimea suport ET este marginita, atunci, pentru fiecare t €
[0, T, fizat, comportarea spatiald a solutiei U = {u;, p, 0} este descrisa de urmdatoarea
alternativa:

(i) Daca Z(r,t) > 0 pentru orice v > 0, atunci avem

Z(r,t) <Z(0,t) exp(—%r), (3.2.16)

J(r,t) < J(0,1) exp(— \/}_%(wr), (3.2.17)

pentru orice r > 0;
(ii) Daca exista ry > 0 astfel incat Z(r,t) <0, atunci oblinem

—Z(r,t) > —Z(r,t) exp [%(r — rt)} , (3.2.18)
1
—j(T, t) > —j(rut) exp [\/%Z(t) (7“ — Tt)] , (3.2.19)

pentru orice v > Ty.
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Capitolul 4

Probleme nestandard in medii
termovascoelastice poroase

Acest capitol este dedicat studiului comportarii spatiale a solutiei unei probleme ne-
standard asociata teoriei liniare a mediilor termovascoelastice poroase. Vom consi-
dera un cilindru prismatic alcatuit dintr-un material termovéascoelastic poros, supus
incarcarilor masice nule, conditiilor nule pe frontiera laterala si unor conditii finale
proportionale conditiilor initiale. Daca factorii de proportionalitate sunt in valoare
absoluta superiori unititii, atunci, sub ipotezele de pozitiva definire a densitatii de
energie interna si a energiei de disipare, vom studia comportarea spatiala a solutiei
problemei nestandard folosind metoda integralelor ponderate in timp [9].
Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate de autor in lucrarea [2].

4.1 Formularea problemei nestandard

Consideram ca regiunea B reprezinta un cilindru drept de inaltime L, alcatuit dintr-
un material termovascoelastic poros compresibil, anizotrop si neomogen. Alegem
un sistem ortogonal de coordonate carteziene OX; X5 X3 astfel incat axa OXj3 sa fie
paralela cu generatoarea cilindrului gi una din bazele cilindrului sa se gaseasca in
planul X;0X,. Vom nota cu D(X3) sectiunea transversald a cilindrului aflatd la
distanta X3 fata de planul X;0 X5, iar cu II vom nota frontiera laterala a cilindrului.
Consideram problema nestandard (2?) definitd de sistemul de ecuatii (1.4.4)-
(1.4.6)) cu incarcari masice gi termice nule, la care se adaugé conditiile la limita laterale
(X, 0)t:(X, t)n; =0, o(X, ) H; (X, t)n; =0, (X, 1)Q;(X,t)n; =0, (4.1.1)
pentru (X, t) € II x [0, T], conditiile la limitd pe baza
UZ(X, t) = ﬁ(Xl, XQ, t), (p(X, t) = g(Xl, X27 t), Q(X, t) = ﬁ(Xl, X27 t), (412)
pentru (X,t) € D(0) x [0,T] si conditiile finale la momentul 7'
ul(X,T) = /\u1<Xa O)a @(XaT) = )‘SD(Xv O)’ Q(Xa t) = MH(X’ 0)7
(X, T) = at;(X,0), ¢(X,T)=pF¢(X,0), pentru X € B. (4.1.3)
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Aici n; reprezinta componentele normalei exterioare la suprafata II, intervalul [0, T
este fixat, T > 0, iar f;, g si A sunt functii prescrise. Parametrii \, y, « §i 8 sunt
considerati prescrigi gi satisfac urmatoarele conditii

Al >1, |pg|>1, |of>1, |B]>1 (4.1.4)

In cele ce urmeaza, presupunem ca pg, k si a sunt functii strict pozitive si ca
energia interna si energia de disipare sunt forme patratice pozitiv definite.
4.2 Comportarea spatiala a solutiei

Pentru a studia comportarea spatiala a solutiei problemei nestandard (&), asociata
modelului termovascoelastic poros, introducem urmitoarea functionald [10]

X3 / / UT tgzuz + HgQD + Qg@) dadT X3 S [07 L], (421)
D(X3,7)

unde o este un parametru pozitiv ce urmeaza a fi determinat explicit mai tarziu.
Daca derivdm in raport cu X3 in relatia (4.2.1), obtinem

(X3) = / / (pou i; + pokp? + ab* + 2W(U)> + A(L{)] dadr
dX3 D(Xs, T)
2 7o'T BQefo'T -1
/ pouzuzda + — / pgﬁgb2da
, 2T D(X3.0) Y 2 D(X3,0)
-1 Ae 7 —1
PR / ab?da + -~ / 2W(U)da.
2 D(X3,0) 2 D(X3,0)
(4.2.2)
In baza conditiilor 1) vom presupune ca o satisface
2
0<o< —mig[lnm,lnym,m\a\,mym}. (4.2.3)
T'xeB

Putem concluziona ci J(X3) este o functionald crescitoare in raport cu X3 pe [0, L].
Pe de alta parte obtinem urmétoarea estimare pentru J(X3)

T 1 o 2e3M? 1
J(X3)| < ——<p0uzuz + pok$ ) + [ (1 + —)
D(X3,7) €30 2 Polo0 5

I el Eowan + SO (14 S)nay (42

52%)0 PoO 2a0Th
+2 M1+ A U) + SRl Al(U)}dadT, Ve, &' e3,e4 > 0.
ap Po

Cum inegalitatea (4.2.4]) are loc pentru orice €, 3 gi €4, vom considera

1 2a0To0 Q 2 1
€3 = 7, €4 = o0 g Y = —MM( +e)

’ g = ’ - )
v U(QTOKM + &M> 2T0KJ\/[ Po

(4.2.5)
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M? n PoO g pPoo Ky
paao  AparaTy  2paranTy

M? a Ky N2 4M?
+\/<1_ _ _Pooam oo M> n ] (4.2.6)

parao  AppracTy  2paacTy Vs

Cu aceste alegeri, vom obtine urmatoarea inegalitate diferentiald de ordinul intai

o dJ
—1|J < — . 2.
w|J(X3)| e (X3), VX5 €0, L] (4.2.7)

Consideram cazul in care J(X3) <0, VX3 € [0, L]. Cum J(X3) este o functie cresca-
toare, vom obtine urmatoarea estimare de tipul Saint-Venant

0<—3(X3) < =3(0)e %3 VX3 €0, L] (4.2.8)

Mai mult, daca introducem urmétoarea notatie

E(X3) = 2, / [pulul + pr® + ab® + 2W(u)] dv
D(X3,0)
/ / pu i + prp? + ab* + 2W(U)> + A(L{)] dvdr,
D(X3,T
(4.2.9)
atunci vom obtine
E(X3) < —=3(0)e 5%, VX3 € [0, 00). (4.2.10)

Daca J(X3) > 0, atunci existd X € [0, L] astfel incat J(X3) > J(X3) > 0,VX;5 €
[ X5, L]. Astfel, vom obtine urméitoarea estimare de cregtere

J(X3) > I(X3)es®s=X)  vX, € [ X2, L. (4.2.11)

Pentru un cilindru semi-infinit relatia de mai sus arata ca functionala J(X3) devine
nemarginitd pentru valori suficient de mari ale lui Xs5.

4.3 Comentarii

In aceastd sectiune, vom considera o problema nestandard similard () in care con-

ditiii finale (4.1.3) sunt inlocuite cu
u (X, T) = M (X,0), oX,T) =~vp(X,0), 0(X,t)=pd(X,0), (43.1)
(X, T) = ai,(X,0), ¢(X,T) = pp(X,0), pentru X € B. -

Vrem sa vedem ce conditii trebuie sa consideram asupra coeficientilor de propor-
tionalitate A, v, u,« si B, astfel incat problema (£?') si fie bine pusi si astfel incét
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studiul comportarii spatiale a solutiei acestei probleme sa se faca in mod similar cu
cel prezentat in Sectiunea [4.2
Daca vom alege ¢ in multimea

(4.3.2)

A2 fim, | vzum}
) n )

1
0<o< —min{ln o, In 4% Inp?, In
T Hon Hnm

XeB

doar daca au loc urmatoarele conditii

o] > 1, 18] > 1, |yl > 1, |\ > ,/% >1, > B s (4.3.3)
m me

Cu aceste alegeri, putem determina estimari de cregtere si de descresgtere spatiala
folosind acelasi rationament ca cel utilizat in Sectiunea Cu alte cuvinte, daca in
loc de conditiile nestandard (4.1.3) avem conditiile nestandard mai generale (4.3.1)),

atunci vom putea determina estimari asemanatoare cu cele obtinute in Sectiunea [4.2

daca parametrii A, vy, u, a §i  satisfac conditiile (4.3.3)).
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Capitolul 5

Problema comportarii spatiale pentru
probleme la limita cu valori finale

Problemele la limitd cu valori finale reprezinta un caz particular de probleme nestan-
dard, pentru care sunt considerate prescrise datele la momentul final ¢ = 0. In acest
capitol vom studia comportarea spatiala a solutiei problemei la limita cu valori finale
asociata modelului termovascoelastic poros. Printr-o schimbare de variabila conve-
nabila ¢ ~» —t, vom transforma problema la limita cu valori finale intr-o problema la
limita cu valori initiale. Vom studia comportarea spatiald a solutiei problemei trans-
formate cu ajutorul unei functionale asociatii procesului termovascoelastic poros. In
termenii acestei functionale vom determina estimari de descrestere spatiala de tipul
Saint-Venant.
Rezultatele prezentate in acest capitol au fost incluse in lucrarea [6].

5.1 Formularea problemei la limita cu valori finale

Vom considera cd domeniul B, de frontiera 0B, este alcatuit dintr-un material termo-
vascoelastic poros, anizotrop si neomogen. Vom nota cu (Py) problema la limita cu
valori finale asociata modelului termovéascoelastic poros definita de ecuatiile (|1.4.4])-
(1.4.6)) in B x (—00,0). Atagdm ecuatiilor de mai sus, urmatoarele conditii finale
ui(X,0) = u}(X), »(X,0)=¢"(X), 6(X,0)=0X),

il 5.1.1
(X,0) = 19(X), $(X.0) = v¥(X), pentru X € B. 1)
unde u?,0°,0%v? si 0 sunt functii prescrise, si urmatoarele conditii la frontiera

u (X, t) = 4(X, t) pe Xy x (—00,0], t;;(X,t)n; = #;(X,t) pe Xz x (—00,0],

(X, t) = (X, t) pe T3 x (—00,0], H;(X,t)n; = H(X,t) pe X4 x (—00,0],
0(X,t) = §(X, t) pe 35 X (—00,0], Q;(X,t)n; = @(X,t) pe X6 X (—00,0],

unde ;,2,0,t;,H si @ sunt functii prescrise.
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Urméand procedeul utilizat in [18], transformam problema la limit& cu valori finale
intr-o problema cu valori initiale, cu ajutorul schimbarii de variabila ¢ ~» —¢. Vom
nota cu (P;) problema la limitd transformatd, in care ecuatiile de migcare, ecuatia
fortelor de echilibrare, ecuatia energiei, ecuatiile geometrice si ecuatiile constitutive
sunt definite pe intervalul de timp (0, 00).

In cele ce urmeaza, presupunem ci po, s si a sunt functii strict pozitive pe B, si
ca energia interna gi energia de disipare sunt forme patratice pozitiv definite.

5.2 Rezultate auxiliare

Lema 5.2.1. Daca U = {u;, ¢,0} este o solutie a problemei la limita (P;), atunci
pentru orice €, > 0, are loc inegalitatea

1
tijti; + —H;H; < 4pp(1+e)WVU) + 2 (1 + > M?6?
Ko (5.2.1)

Lema 5.2.2. Daci U = {u;,p,0} este o solutie a problemei la limita (P;), atunci,
pentru orice " > 0, are loc inegalitatea

QiQ: < Kn(1+ ) Mo(@l) +ane (1+ 5)/\3@1). (5.2.9)

5.3 Comportarea spatiala a solutiei

Fie U = {u,¢,0} o solutie a problemei la limitd transformate (P;) si fie T > 0
fixat. La fel Ca in Sectiunea vom nota cu DT, suportul incércarilor & =
{fi, 0, S, ul, Z,gp 0. 0° 7;,9,0, tl,H Q} pe intervalul de timp [0,7]. Presupunem
ca multimea Dr este marginita.

Pentru a studia comportarea spatiald a solutiei problemei la limita (7;), definim

I(r,t) / / poul )i (s) + por@®(s) + 2W(s) + aﬂ(s)Q} + A’(s)}dvds,

pentru orice t € [0,7] si orice r € [0, L], unde o este un parametru prescris pozitiv,
iar A’ este definit de

N = Cfpibijérs + E¢° + AL + Ekijeﬁ,j + (B + F)éij0 + (D + Gij1) i o
1

s . , 1 1
+(df +797)pPs — (M + = frig)éij0rx — (R + =)0 ; — (P +
To To

T, aﬂ)@ i0 5.

Urmatoarea lema prezintd unele proprietati ale functionalei I(r,t).
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Lema 5.3.1. Fie U = {u,p,0} solutia problemei la limita transformate (P;) si fie
ET un domeniu marginit. Atunci, pentru orice t € [0,T), functionala I(r,t) satisface
urmdtoarele proprietati:

(i) Pentru 0 < ry < ry, avem

I(ry,t) — I(ro,t) / /B( pouz( )1i(5) + porp*(s) + af(s)?

t
+2W(5)]dvds —/ / e N (s)dvds;
0 JB(ri,r

(i) I(r,t) este descrescatoare in raport cu raza r € [0, L];
(iii) I(r,t) este continuu diferentiabild in raport cu r € [0, L] si satisface

/ / Ouz (s)iti(s) + por®(s) + ab(s)” + 2W(s)} + A’(s)}dads

%(r, t) = /B T eat{% [poui(t)ui(t) + pok@2(t) + ab(t)? + QW(t)] + A/(t)}dv.

Lema 5.3.2. Fie Z/{ 0 solujie a problemei la limita (P;) corespunzatoare incarcarilor
= {fi,0,S,ud, v, ° 0 0° 1, B,0,1;, H,Q}. Atunci, pentru orice v € [0, L], t €

[O T, functionala I(r,t) satisface urmatoarea inegalitate diferentiald de ordinul intdi

101 C(o)0I
I(r,t) < ——(r,t) — —=——(r,t 5.3.1
(1) < -5t - S ), (5:31)
unde (o) = W, tar g este radacina pozitivd a urmdatoarei ecuatii algebrice
M? a K M?
e + {1 - _ pool@a + 2M> e— ~0. (5.3.2)
Har@o dppragTy Harao

Teorema 5.3.1. (Comportarea spatiala a solutiei) Fie U o solutie a problemei la
limita (P;), corespunzatoare incarcarilor &£ = { fi, €, S, ud, v9, % ¢° 0° u;, 3,0, t;, H,Q}.
Atunci, pentru o (suficient de mare) gi pentru orice ro € [0, L], ty € [0,T] ce satisfac

L < ¢(0)to + 10 < C(0)T, (53.3)

are loc urmdatoarea inegalitate

I (r, to + %) < exp (—ﬁa I (O,to n %) Vr e [0, L) (5.3.4)
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Capitolul 6

Propagarea undelor in medii
termoelastice poroase

Acest capitol este consacrat studiului propagarii undelor armonice plane si a undelor
de suprafatd Rayleigh in medii termoelastice poroase. Pentru inceput, vom prezenta
ecuatiile de baza ale teoriei liniare a mediilor termoelastice poroase [15]. Vom con-
sidera apoi un semi-spatiu alcatuit dintr-un material termoelastic poros izotrop si
omogen si vom analiza efectele de amortizare in timp a undelor plane. Vom studia
apoi problema propagarii undelor de suprafatd Rayleigh pentru cazul mediilor ter-
moelastice poroase. Vom determina ecuatia seculara atat in forma explicita cat si in
forma implicitd. In final, vom prezenta unele rezultate numerice pentru a evidentia
rezultatele teoretice obtinute. Rezultatele prezentate in acest capitol au fost incluse
in lucrarea [7].

6.1 Ecuatiile teoriei liniare a mediilor termoelastice
poroase

Consideram ca regiunea B este alcituita dintr-un material termoelastic poros, izotrop
si omogen. Ecuatiile de baza ale teoriei liniare a mediilor termoelastice poroase sunt

tji; + pofi = potis,
H;i+ g+ pol = por, (6.1.1)
POTOﬁ = Qi,i + p057 in B X (07 OO)

Ecuatiile constitutive pentru cazul materialelor izotrope devin

tij = )\ewéij —+ 2,U€ij =+ bg@éw — 591']',

H; = ap;,

g = —be.,. —Ep+mb, (6.1.2)
pn = Bep + abd +mo,
Qi = kb,
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unde A, u, ..., k sunt coeficienti constitutivi.
In cele ce urmeaza, presupunem ci pg si k£ sunt functii continue si strict pozitive.
Presupunem ci \, i, 3,b, ., k € CY(B), a,&, m € C(B) si ¢i au loc

2
u>0 a>0 k>0 £¢>0, <A+§u)£>62. (6.1.3)

6.2 Unde armonice plane

In cele ce urmeazi, presupunem ci incarcirile masice si termice sunt nule. Asadar,
vom considera urmatorul sistem de ecuatii cu derivate partiale pentru u;, ¢ si 0
g+ (A A+ p)uggi + b — B0 = poiis,
ap i — bu;; — o +mb = porp, (6.2.1)
k’@m‘ = Cé + BTOur,r + mTo(b, in B x (0, OO)
Tinand cont de proprietatile disipative ale materialului termoelastic poros, vom cauta
solutii ale sistemului diferential (6.2.1), in forma (cf. [8,[11])
u.(X,t) = Re{A,e*mX-v)}
(X, t) = Re{ Be*(nX-vt)}, (6.2.2)
0(X,t) = Re{CeX-vh}
unde ¢ reprezinta numarul de undi, n este un versor constant, A este un vector
constant complex, iar B gi C' sunt constante complexe. Presupunem ca v este o
constantd complexd astfel incat Re(v) > 0,Im(v) < 0. Cantitatea Re(v) descrie

viteza undei, iar exp[s» Im(v)t] descrie amortizarea in timp a undei.
In baza relatiilor (6.2.1) si (6.2.2), vom obtine urmétoarea ecuatie caracteristica

(c5 —v?)*A(v) =0, (6.2.3)

”
—vt - [cf

m TO) n B2 TO] 3 zk%clv3
c

1
72 (5 tazx PoC c
k 1 m?Tyc? To3?
_{ Z%2<§+a%g)}vz+ 2[ ot <§+a%>( N oﬁ)
PoCR* PokH PoC

9 .779 1.2
b 2mT0ﬁb}U_ ikb® | _tkei <5+a%2> (6.2.4)

£o PoC

pikcx  pokcae

\+2
Y A T (6.2.5)
Po Po
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Daca v = v; = vy = ¢, vom obtine unde transversale in forma
ugT) = Re {Arei"”sx“‘e’i”czt} . 0 =0, oM =0, (6.2.6)

cu A -n = 0. Putem remarca faptul ca undele transversale sunt neamortizate in timp
si nu sunt influentate de efectele termice si poroase. Mai mult, daca alegem axa OX;
sd coincida cu directia de propagare, atunci vom putea asocia componentele deplasarii
Us §1 uz cu undele de forfecare.

Pentru v # ¢z, vom obtine ci solutiile sistemului (6.2.1)) satisfac

2 A = (2 b B
(5 —v)A, = |—(c] 02)n5A5+p0%B o }nr. (6.2.7)

Putem observa cd undele corespunzitoare solutiilor (6.2.1)) sunt de tip longitudinal,
nu sunt separabile si sunt influentate de efectele termice si poroase.

6.2.1 Simulari numerice

Pentru cazul unui material termoelastic poros, asemanétor cristalelor de magneziu,
am rezolvat ecuatia seculara (6.2.3)), cu ajutorul programului Wolfram Mathematica,
obtinand urmatoarele viteze de propagare a undelor

v; = 6.96086 x 10m s7! vy = (6176.291 — 1.0585 x 107%)m s~

6.2.8
v3 = —9.3589 x 1079 m s~ 1. ( )

Mai mult, pentru a obtine o idee asupra comportarii vitezei corespunzatoare un-
delor plane, am reprezentat grafic, dependenta vitezei in functie de parametrul de
cuplare b (vezi Figurile 6.2.1-6.2.5).

—6000

12x1010  14x10° 16x101° 010 20x10%0

—2.x10°%F
—6200 0
~4.x10°9F
-6.x1079F
-8.x109}
—6600 - -1.x10°8F

-12x1078}

12x1010  14x100  16x1010 18x10° 20x1010 -14x1078

Figura 6.2.1: Graficul functiei Re(v;) pen- Figura 6.2.2: Graficul functiei Im(v;) pen-
tru b € [1019,2 x 1019]. tru b € [1019,2 x 1019].
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6800

—0.00009357 66001
—0.000093575 -

—0.00009358 -
—0.000093585 [ 6200

—0.00009359 [

6000 -

. . . h . . . . ,
12x100 14x10° 16x100 18x10° 20x10% 12x10°  14x10°  16x10° 18x10° 20x10%

Figura 6.2.3: Graficul functiei Im(ve) pen- Figura 6.2.4: Graficul functiei Re(vs) pen-
tru b € [1019,2 x 1019]. tru b € [1019,2 x 1019].

12x1010 14x10° 16x100 185100 20x10%

-2.x1079F
-4.x1079F
-6.x1079F
-8.x1079F
-1.x1078F

-12x108 F

~14x1078F

Figura 6.2.5: Graficul functiei Im(v3) pentru b € [1019,2 x 1019].

6.3 Propagarea undelor de suprafata Rayleigh

In aceastd sectiune, vom considera propagarea unei unde plane in directia axei OX;
avand atenuarea in directia axei OXs, in semi-spatiul X, > 0, alcituit dintr-un
material termoelastic poros, izotrop gi omogen. Presupunem ci semi-spatiul este
liber de incarcari si ca pe suprafata Xy = 0, avem urmatoarele conditii

tQT(X17 0, X3, t) = O, HQ(Xl, O, Xg, t) = 07 QQ(Xl, O, Xg, t) + h@(Xl, 07 )(37 t) = O,
(6.3.1)
pentru orice X1, X3 € Rgit > 0, unde h este o constanta pozitiva prescrisa.
Problema propagirii undelor de suprafata Rayleigh pentru un mediu termoelastic
poros, izotrop si omogen, este alcituitd din ecuatiile de baza (6.1.1)), conditiile la
limita si urmitoarele conditii asimptotice

lim u,(X,t) =0, lim o(X,t) =0, lim 0(X,t) =0,

X2~>OO XQA)OO XQ*)OO

lim bo(X,6) =0, lim H,(X,t) =0, lim Q.(X,t) =0,
Xo—00 Xo—00

Xo—00

(6.3.2)

pentru orice X1, X3 € Rsit > 0.
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Pentru a rezolva problema propagarii undelor Rayleigh, vom cauta solutii ale
sistemului diferential (6.2.1)), in urméatoarea forma 13|

Ua (X, 1) = UyeX1-vtrXe) g (X ¢) = 0,
O(X,t) = PeXimvtirXa) (6.3.3)
Q(X, t) — Tvei;«:(Xl—Ut-l-ng)7
unde U,, P si T sunt parametri complecsi constanti, nu toti nuli, s¢ este numarul de
undi, v este un parametru complex astfel incat Re(v) > 0,Im(v) < 0, iar r este un

numar complex ce satisface Im () > 0.
In baza relatiilor (6.1.1)), (6.1.2) si (6.3.3) obtinem ecuatia caracteristica

(5 —v*+ ) (r® + Lr* + Mr* + N) = 0, (6.3.4)
unde
v? ey 1
e o o)
2 pociase
u b? < zcv) n (1 >< U) im?Tyv icv
P —— _ — J— g_
pocias? c? k kase3 ke
1 v v 1 TomfBbu
(RN~ e
icv icv
V2 S e
a ks ke 2
L imbBTov b2 (1- @) _ im’Tyv (1- w_2>
pocikased  pocdas? ks« ak s c

Vom notacur;,i=1,2,3,4 solu1;111e ecua§1e1 (6-3.5), cu Im(r;) > 0. Corespunzitor lui
r;, sunt determinate solutiile U® = (U1 ), UQ( ), P(i),T(i)). Cautam solutia problemei
propagirii undelor de suprafati, ca o combinatie liniard solutii proprii. Inlocuind
solutia in sistemul vom gasi o ecuatie seculara de gradul 9 in termenii lui

w = —. Din cele noua solutii ale ecuatiei, le vom selectiona doar pe cele care satisfac

1Co
conditiile Re(w) <0, Im(w) < 0.

6.3.1 Simulari numerice

Consideram ca semi-spatiul Xy > 0 este alcatuit dintr-um material termoelastic poros,
asemanator cristalelor de magneziu. Pentru a evidentia solutia ecuatiei seculare, vom
reprezenta grafic .# (Re(w),Im(w)) = [107°Q(w)A(w)| pentru Re(w) € (—0.1,0.0) si
Im(w) € (—1.0,—0.6). Se poate observa ci existd un punct w ~ —0.900682i astfel
incat #(Re(w), Im(w)) = 0 (vezi Figurile 6.3.1-6.3.3).
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Figura 6.3.1: Graficul functiei .#(Re(w),Im(w)) pentru Re(w) € (—0.1,0.0) si Im(w) €
(—1.0,-0.6).

0005
1 0004 —
1 0003 —
ooml

i P N P~ o | P S N S L
-0.10 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0.00 -1.0 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6

Figura 6.3.2: Curbele de nivel pentru Figura  6.3.3: Graficul  functiei
functia .#(Re(w),Im(w)) pentru Re(w) € Z#(Re(w),Im(w)), pentru Re(w) = 0 si
(—0.1,0.0) si Im(w) € (—1.0,—0.6). Im(w) € (-1.0,—-0.6).

Asgadar, putem concluziona ca unda de suprafatd Rayleigh se propagi cu o ampli-
tudinesi o vitezd mai mica fatd de cazul izoterm. Acest lucru poate fi explicat prin
faptul ci efectul termoelastic disipativ nu este suficient de puternic.
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Capitolul 7

Propagarea undelor in medii
termovascoelastice poroase

In acest capitol vom studia propagarea undelor de suprafati Rayleigh intr-un semi-
spatiu alcatuit dintr-un material termovascoelastic poros gradat exponential. Luand
in considerare efectul disipativ al modelului, vom considera cazul undelor amortizate
in timp. Vom stabili conditia de propagare in forma unei ecuatii algebrice de gradul
10, cu coeficienti complecgi. Vom studia problema propagarii undelor de suprafata
pentru cazul mediilor termovascoelastice poroase anizotrope neomogene, anizotrope
si omogene, izotrope si neomogene, cat si pentru cazul mediilor izotrope si omogene.
Pentru cazul medilor izotrope si omogene, vom determina ecuatia seculara atat in
forma implicitd cat si in forma explicita. Mai mult, sunt prezentate unele simulari
numerice pentru a evidentia mai bine rezultatele teoretice obtinute. Continutul aces-
tui capitol se bazeaza in totalitate pe rezultatele stabilite de autor in lucrarea [4].

7.1 Propagarea undelor Rayleigh in medii termova-
scoelastice poroase anizotrope si neomogene

In aceasta sectiune, vom considera ca regiunea B este semi-spatiul Xy > 0, alcatuit
dintr-un material termovascoelastic poros, anizotrop si neomogen, gradat exponential.
Prin urmare, presupunem ci densitatea de masa si coeficientii constitutivi au forma [8§]

_ 0 —7Xo _ 0 —7Xo _ 0 —7Xo 00 —7X5 _ 0 —71Xo
Cijm = Cijk;le , Bij = Bz’je s Dii = Dijke , Big = 7€ Ay = Aije )

di = d0e ™2 a; = ade ™2 € = 2 a = aPe 2 m = mPe T2, ki = k?je’TXQ,

0 —7Xo 0 —7Xo 0 —7Xo * *0 —7Xo *0 —7Xo

’ijk = ijke ,bi = bie y Aij = aije » Uikl = Cijkle 7Dijk = Dijke s
* *0 —7Xo *0 —7Xo * *0 —7Xo * *0 —7Xo * *0 —7Xo

B, = Bjje , Mijr = Me ,Aij = Aije ,Gijk, = Gijke P = Pje

* _ 7x0 _—7Xo * *0 —7Xo ¢*x _ %0 _—7Xo * *0 _—7Xo * _ *#0 _—7Xo
d; =d;"e »Fij—FZ‘je =8 R =R"e Vi =V € )

iar pg = goe” ™2, unde 7, CPy,. ..., 70 §i 0o sunt constante reale.
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Considerdam o unda de suprafata ce se propaga in directia axei OX7, cu atenuarea
in directia OX5. Presupunem ca semi-spatiul este liber de incarcari, ca schimba liber
caldura cu regiunea X, < 0 si ca pe suprafata X, = 0, au loc

tQi(le 07 X37 t) - 07 HQ(Xla 07 X37 t) = 07 QQ(le 07 X37 t) - 07 (711)
pentru toti X1, X3 € R, ¢ > 0. Mai mult, vom considera si urmatoarele conditii

lim u;(X,t) =0, lim ¢(X,t)=0, lim §(X,t) =0,
XQ—)OO X2—>OO

X2—>OO

2—>00

Problema propagarii undelor de suprafatid Rayleigh consta in gasirea solutiei ecu-

atiilor de baza (1.4.4)-(1.4.6]), supuse conditiilor la limita (7.1.1)) si conditiilor asimp-
totice (7.1.2). Vom cduta solutia U = {uy, us, us, ¢, 0} a ecuatiilor (1.4.4)-(1.4.6) in

forma U (X, t) = VeXX1=v140X2) ynde V = {Uy, Uy, Us, ®, O} este un vector constant,
X reprezintd numarul de unda, p este un parametru complex cu Im(p) > 0, iar v este
un parametru complex ce satisface Re(v) > 0, Im(v) <0.

In baza relatiilor 1)1) vom obtine urmaétoarea ecuatie caracteristica

Hu Hiz Hiz G T
Hot Ha Haz Go T2
Mz Hsza Haz Gs T3 =0, (7.1.3)
., I, I, K L
S o T3 M N

unde H,s,G;, T3, L, Ti, K, L, M 51 N sunt date de relatiile (7.1.19)-(7.1.22).

Vom nota cu p,, n = 1,2,....5, solutiile ecuatiei , cu Im(p,) > 0, iar cu
Yy — {Ul("), Ui, Uén), &™), 0M 1 solutiile proprii corespunzitoare valorilor proprii
pn,m = 1,2, ....5. Cautam solutia problemei propagarii undelor de suprafatd in ur-

5
matoarea forma Z/{(Xl, XQ, t) = Z ﬁnv(n)BiX(XlithranZ), unde ¥ = (191, ’192, 193, 194, ’195)
n=1

este un vector constant nenul, ce urmeazid a fi determinat din conditiile la limita
. Inlocuind solutia ¢/ in relatia 1} vom obtine ecuatia seculara in termenii
parametrului complex v. Nu este deloc ugor sa gasim o solutie a problemei propagarii
undelor de suprafata Rayleigh. Totusi, pentru unele materiale particulare, ecuatia
seculara poate fi rezolvata utilizand metode numerice.

7.2 Propagarea undelor Rayleigh in medii termova-
scoelastice poroase izotrope si neomogene

In aceastd sectiune, se studiazi propagarea undelor de suprafati Rayleigh pentru
cazul unui semi-spatiu alcatuit dintr-un material termovascoelastic poros, izotrop si
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neomogen. Prin urmare, la fel ca in Sectiunea [7.I] vom presupune ca

A= o€ T2 = e T b = boe TV o= ape T E = e TR N = Ne T

* ook —7Xo 1% _ 1% TXQ _ —7X2o _ ¢*x, —T1Xo _ —7X2 _ —7X2
H = lo€ 7b _bo a’y —’}/08 ag _506 7ﬂ_ﬁ06 , T = Mype )

* *  —TX: —7X —7X —7X —7X
of =ape T a=ape "2 (= Coe 2k = koe T2, pg = poe” 2.

Procedand la fel ca in Sectiunea [7.1) vom obtine urmitoarea ecuatie caracteristica
~ 1T - 9
[up(p + ;) 47— g }F —0, (7.2.1)

unde I" este o functie complicata ce are ca variabile p,v §i 7.

7.3 Propagarea undelor Rayleigh in medii termova-
scoelastice poroase izotrope si omogene

In aceasta sectiune vom considera cad semi-spatiul Xy > 0 este alcdtuit dintr-un
material termovéascoelastic poros, izotrop si omogen (vom considera 7 = 0).
In acest caz, vom putea scrie ecuatia caracteristici (7.2.1)) in forma

[1i(p® + 1) — pov’?A(p,v) = 0, (7.3.1)
unde
A(p,v) = [(X + 2/7) (p? +1) — pOUQ] { (&kz + Z'XUT*C> (p* +1)% + [k(%g— p0/<w2>

—%(ac%—m( mIyT* ﬂ(p +1)_¥[ (%g pOKU>+m;ZO}}

k;lW , - ~ . ~ ~
I% —5 (0* +1)* +ixvp [’YC — To(br™ + ﬁa)} (p* +1)* + F [BmTo(b +7)
+ bﬁc - 52T0(§— POHXQUQ)} (p* +1).
Vom nota cu p;, i = 1,2,...5 solutiile ecuatiei (7.3.1]), cu partea imaginara pozitiva.

La fel ca in Sectiunea [7.I} vom scrie solutia ca o combinatie liniard de solutii proprii,
iar inlocuind-o in conditiile la limitd (7.1.1]), vom obtine urméatoarea ecuatie seculara

3 2) (1 1 4 2) (4 2 2
T3 (T3 T3, — T T Tas + (T3 Ty — Th3 Ti)\Tus + (T35 Tsy) — Ta Ty )Ta] = 0,
(7.3.2)
unde
T — h§4)q§5) . h(5)q§4),
Tis = higy” — h$gs", (7.3.3)
Dy = hé)qé) h( ) (1)
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7.3.1 Simulari numerice

Consideram ca semi-spatiul Xs > 0 este alcdtuit dintr-un material termoelastic poros,
asemanator cuprului. Cu ajutorul programului Wofram Mathematica, vom rezolva
grafic ecuatia seculara . Pentru a evidentia solutia asteptata, vom introduce
urmatoarea functie

Z (Re(w), Im(w)) = |F(w) x 1077, (7.3.4)
unde

Fu) = T8 [ (T ) T T ) (T T TR T
+ (191 - 1T, (735)
$i 0 vom reprezenta grafic, pentru Re(w) € (—500.0, —2000.0) si Im(w) € (0.0, —1500.0).

20x 10!
15x 10!
1ox 10!

50x 10"

—2000

Figura 7.3.1: Graficul functiei % (Re(w),Im(w)) pentru Re(w) € (—500.0, —2000.0)
i Im(w) € (0.0,—1500.0).

20x 10!
15x 10!
10x 10!

5.0x 1010

—-2000

— 1000

=500

Figura 7.3.2: Graficul functiei .#(Re(w),Im(w)) pentru Re(w) € (—500.0,—2000.0) si
Im(w) € (0.0, —1500.0).
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12x10""
1.0x10""
8.0x10"0
6.0x10"0
40x10"0}

2.0x10"0

-1800 -1600 -1400 -1200 -1000 -800 -600

Figura 7.3.3: Graficul functiei .#(Re(w),Im(w)) pentru Re(w) € (—500.0,—2000.0) si
Im(w) = —0.1.

Se poate observa ca exista un punct w &~ —1100 pentru care are loc relatia .
Putem concluziona ca undele Rayleigh se propaga cu o amplitudine si cu o viteza mai
micd decat in cazul izoterm (vezi Figurile 7.3.1- 7.3.3). Acest lucru poate fi explicat
si prin faptul ca disiparea din partea termoelastica nu este suficient de puternica.

De asemenea, pentru a evidentia punctul obtinut, am reprezentat in Figura
graficul functiei .Z (Re(w), Im(w))? pentru Re(w) € (—500.0,—1500.0) si Im(w) €
(0.0, —500.0).

1x 1022

5x 102!

/]

N 0
—-500 — 1000 —1500

Figura 7.3.4: Graficul functiei .#(Re(w),Im(w))? pentru Re (w) € (—500.0, —1500.0) si
Tm(w) € (0.0, —500.0).
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