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Introducere

În ultimii ani s-a acordat o atenµie deosebit  teoriilor generalizate ale mecanicii me-
diilor continue existând numeroase lucr ri dedicate acestui subiect.

Teoria mediilor termoelastice poroase este o generalizare a teoriei clasice a termoe-
lasticit µii ³i a fost studiat  de Ie³an [15]. Aceste materiale prezint  o microstructur 
cu o proprietate important : densitatea de mas  în �ecare punct al materialului
poate � scris  ca produsul dintre densitatea materialului matriµ  ³i funcµia porozi-
tate. Aceast  reprezentare a densit µii este una important  deoarece introduce un
grad nou de libertate cinematic . Ie³an [16] a introdus teoria mediilor termovâscoe-
lastice poroase. Aceast  teorie reprezint  o extindere a teoriei mediilor termoelastice
poroase, incluzând derivata în raport cu timpul a tensorului de deformare ³i deri-
vata în raport cu timpul a gradientului funcµiei porozitate într-un set de variabile
constitutive independente.

Aceast  lucrare este consacrat  studiului unor probleme matematice asociate cu
dou  medii continue generalizate: mediile termoelastice poroase ³i mediile termovâ-
scoelastice poroase. Mai precis, sunt prezentate unele rezultate ale autorului ce se
refer  la problema existenµei ³i a unicit µii soluµiei în medii termovâscoelastice po-
roase, la problema comport rii spaµiale a soluµiei problemei la limit  cu valori iniµiale
asociat  modelului termovâscoelastic poros, precum ³i la problema comport rii spa-
µiale pentru dou  tipuri de probleme nestandard: prima este cea în care datele la
momentul �nal sunt considerate proporµionale cu cele de la momentul iniµial, iar al
doilea tip este cel al problemelor la limit  cu valori �nale, pentru care sunt date
condiµiile �nale la momentul t=0. De asemenea, este studiat  problema propag rii
undelor de suprafaµ  Rayleigh atât pentru cazul mediilor termoelastice poroase cât ³i
pentru cel al mediilor termovâscoelastice poroase.

Primul capitol al acestei lucr ri are caracter introductiv ³i este consacrat prezen-
t rii teoriei mediilor termovâscoelastice poroase. Capitolul 2 este dedicat studiului
problemei existenµei ³i a unicit µii soluµiei unei probleme la limit  cu valori iniµiale
din teoria mediilor termovâscoelastice poroase. Vom utiliza unele rezultate din teoria
semigrupurilor de operatori liniari pentru a demonstra rezultatele principale. Rezul-
tatele prezentate în acest capitol au fost incluse în lucrarea [5].

În Capitolul 3 se studiaz  problema comport rii spaµiale a soluµiei problemei la
limit  cu valori iniµiale asociat  modelului termovâscoelastic poros. Cu ajutorul unei
m suri ponderate a soluµiei, sunt stabilite estim ri de tipul Saint-Venant, pentru

1



domenii m rginite, ³i estim ri de tipul Phragmén-Lindelöf, pentru cazul domeniilor
nem rginite. Rezultatele prezentate în cadrul acestui capitol au fost publicate în
lucrarea [3].

În Capitolul 4 consider m o problem  nestandard pentru un cilindru prismatic al-
c tuit dintr-un material termovâscoelastic poros. Comportarea spaµial  a soluµiei este
studiat  cu ajutorul unei integrale evaluat  pe secµiunea transversal  a cilindrului.
Rezultatele prezentate în acest capitol au fost publicate în lucrarea [2].

Capitolul 5 este consacrat studiului comport rii spaµiale a soluµiei unei probleme
la limit  cu valori �nale asociat  modelului termovâscoelastic poros. Comportarea
spaµial  a soluµiei este studiat  cu ajutorul unei funcµionale asociat  procesului ter-
movâscoelastic poros. În termenii acestei funcµionale sunt determinate estim ri de
descre³tere spaµial  de tipul Saint-Venant. Rezultatele obµinute în acest capitol au
fost publicate în lucrarea [6].

Capitolul 6 este consacrat studiului problemei propag rii undelor de suprafaµ  aso-
ciat  modelului termoelastic poros. Sunt prezentate pentru început ecuaµiile teoriei
liniare, iar apoi se studiaz  comportarea undelor armonice plane. De asemenea, este
studiat  problema propag rii undelor de suprafaµ  Rayleigh pentru cazul unui semi-
spaµiu alc tuit dintr-un material termoelastic poros, izotrop ³i omogen. Conµinutul
acestui capitol a fost publicat de c tre autor în lucrarea [7].

În Capitolul 7 este tratat  problema propag rii undelor de suprafaµ  Rayleigh
pentru un semi-spaµiu alc tuit dintr-un material termovâscoelastic poros gradat ex-
ponenµial. Sunt tratate cazurile mediilor termovâscoelastice poroase anizotrope ³i
neomogene, izotrope ³i neomogene, ³i izotrope ³i omogene. Pentru ultimul caz sunt
prezentate unele simul ri numerice pentru a evidenµia mai bine rezultatele teoretice
obµinute. Rezultatele prezentate în acest capitol au fost incluse în lucrarea [4].

La realizarea acestei lucr ri autorul a bene�ciat de suportul oferit de Programul
Operaµional Sectorial pentru Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013 ³i de Ministe-
rul Educaµiei Naµionale ³i Cercet rii �tiinµi�ce prin proiectele:

� POSDRU/159/1.5/S/137750 � director Prof. Dr. Gheorghe Anicul esei;

� PN-II-RU-TE-2014-4-0320 � director Asist. Dr. Ionel-Dumitrel Ghiba.
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Capitolul 1

Medii termovâscoelastice poroase

În acest capitol vom prezenta ecuaµiile ce descriu comportarea mediilor termovâsco-
elastice poroase [16]. În prima parte vom formula principiile termodinamicii ³i vom
deduce ecuaµiile teoriei neliniare a mediilor termovâscoelastice poroase. Vom prezenta
apoi ecuaµiile constitutive caracteristice acestor tipuri de medii ³i vom deduce ecu-
aµiile teoriei liniare. În ultima parte a acestui capitol vom prezenta un rezultat de
unicitate a soluµiei în contextul teoriei liniare a mediilor termovâscoelastice poroase.

1.1 Preliminarii

Consider m un corp alc tuit dintr-un material termovâscoelastic poros, care la mo-
mentul t0 ocup  regiunea B a spaµiului Euclidian tridimensional. Con�guraµia corpu-
lui la momentul t0 se consider  drept con�guraµie de referinµ . Vom referi mi³carea
corpului B la con�guraµia de referinµ  ³i la un sistem �x de coordonate carteziene
OXK , K = 1, 2, 3.

Presupunem c  mediul este deformat astfel încât la momentul t el va ocupa do-
meniul B de frontier  ∂B, punctul M0 ajungând în poziµia M din B. Domeniul B
se nume³te con�guraµie actual . Raport m mediul care ocup  domeniul B la un alt
sistem de coordonate carteziene rectangulare, �x, O′xi, i = 1, 2, 3.

Între B ³i B este stabilit  o corespondenµ  biunivoc  ³i bicontinu  în care se
corespund punctele M0 din B ³i punctele M din B.

De�nim deformarea mediului prin relaµiile

x = x(X, t), (X, t) ∈ B × (t0, t1), (1.1.1)

unde (t0, t1) este un interval de timp �xat, cu t0 ≥ 0 ³i t1 > t0. În cele ce urmeaz ,
vom presupune c  funcµiile x sunt de clas  Cp, p ≥ 2, în raport cu variabilele de care
depind ³i c  are loc urm toarea relaµie

J = det

(
∂xi
∂XK

)
> 0, (1.1.2)
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în B × (t0, t1). Coordonatele XK se numesc coordonate lagrangeiene sau coordonate
materiale, iar variabilele xi se numesc coordonate euleriene sau coordonate spaµiale.

1.2 Ecuaµiile teoriei neliniare

Conceptul de corp distribuit a fost utilizat pentru prima dat  de c tre Goodman ³i
Cowin [14] pentru a descrie materialele de tip granular. Teoria prezentat  în [14] se
bazeaz  pe introducerea unei noi variabile cinematice ν, de�nit  ca raportul dintre
densitatea de mas  a materialului, ρ, ³i densitatea materialului matriµ , ρ̂, în forma

ρ = νρ̂. (1.2.1)

Aceast  reprezentare este una important  deoarece introduce un grad de libertate
în plus, descris de funcµia porozitate, ν, ³i care este o m sur  a variaµiei volumului
mediului rezultat  prin contracµia sau dilatarea porilor.

Relaµia (1.2.1) are loc ³i în con�guraµia de referinµ . Prin urmare, vom avea

ρ0 = ν0ρ̂0, (1.2.2)

unde ρ0 reprezint  densitatea de mas  la momentul t0, ρ̂0 este densitatea materialului
matriµ  la momentul t0, iar ν0 reprezint  fracµia volumetric  la momentul t0.

1.3 Ecuaµii constitutive

Dou  corpuri de aceea³i form  ³i aceea³i mas  pot avea comport ri diferite atunci
când sunt supuse la acelea³i solicit ri. A³adar, sunt necesare anumite relaµii care s 
de�neasc  diverse clase de materiale. Aceste relaµii se numesc ecuaµii constitutive
sau relaµii constitutive. În aceast  secµiune sunt prezentate ecuaµiile constitutive care
descriu comportarea mediilor termovâscoelastice poroase.

1.4 Teoria liniar 

În cele ce urmeaz , vom prezenta ecuaµiile teoriei liniare a mediilor termovâscoelastice
poroase [16]. Introducem notaµiile

Xi = δiKXK , f,i =
∂f

∂Xi

,

unde δiK reprezint  simbolul lui Kronecker. De asemenea, introducem urm toarele
notaµii

ui = xi −Xi, ϕ = ν − ν0, θ = T − T0, (1.4.1)

unde T0 reprezint  temperatura absolut  a corpului în con�guraµia de referinµ .
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În teoria liniar  se presupune c  deplasarea, funcµia porozitate ³i temperatura
sunt cantit µi mici ce se pot scrie în urm toarea form  [17]

u = εu′, ϕ = εϕ′, θ = εθ′, (1.4.2)

unde ε este o constant  su�cient de mic  ale c rui puteri mai mari sau egale cu 2
sunt neglijate, iar u′, ϕ′ ³i θ′ sunt independente de ε. În baza acestei scrieri, tensorul
de deformare al lui Lagrange se reduce la

eij =
1

2

(
ui,j + uj,i

)
. (1.4.3)

Ecuaµiile de baz  ale teoriei liniare a mediilor termovâscoelastice poroase sunt date
de ecuaµiile de mi³care

tji,j + ρ0fi = ρ0üi, (1.4.4)

în B × (t0, t1), ecuaµia forµelor de echilibrare

Hj,j + g + ρ0` = ρ0κϕ̈, (1.4.5)

în B × (t0, t1), ecuaµia energiei

ρ0T0η̇ = Qj,j + ρ0S, (1.4.6)

în B × (t0, t1), ecuaµiile constitutive

tij = Cijrsers +Bijϕ+Dijkϕ,k − βijθ + S∗ij,

Hi = Aijϕ,j +Drsiers + diϕ− aiθ +H∗i ,

g = −Bijeij − ξϕ− diϕ,i +mθ + g∗, (1.4.7)

ρη = βijeij + aθ +mϕ+ aiϕ,i,

Qi = kijθ,j + firsėrs + biϕ̇+ aijϕ̇,j,

unde S∗ij, H
∗
i ³i g∗ sunt date de relaµiile

S∗ij = C∗ijrsėrs +B∗ijϕ̇+D∗ijkϕ̇,k +M∗
ijkθ,k,

H∗i = A∗ijϕ̇,j +G∗rsiėrs + d∗i ϕ̇+ P ∗ijθ,j,

g∗ = −F ∗ij ėij − ξ∗ϕ̇− γ∗kϕ̇,k −R∗jθ,j.
(1.4.8)

Coe�cienµii Cijrs, Bij, ..., R
∗
j se numesc coe�cienµi constitutivi ³i veri�c  urm toarele

relaµii de simetrie

Cijrs = Cjirs = Crsij, βij = βji, Dijk = Djik, Aij = Aji, Bij = Bji,

C∗ijrs = C∗jirs = C∗rsij, B
∗
ij = B∗ji, D

∗
ijk = D∗jik, M

∗
ijk = M∗

jik, A
∗
ij = A∗ji,

G∗rsi = G∗sri, P
∗
ij = P ∗ji, F

∗
ij = F ∗ji, kij = kji, firs = fisr.

(1.4.9)
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În teoria liniar  densitatea de energie intern  este de�nit  astfel

W =
1

2

(
Cijrseijers + Aijϕ,iϕ,j + ξϕ2 + 2Bijϕeij + 2Dijkeijϕ,k + 2diϕϕ,i

)
. (1.4.10)

De asemenea, are loc ³i urm toarea inegalitate de disipare a energiei

Λ(ėij, ϕ̇, ϕ̇,j, θ,k) ≡ C∗ijrsėij ėrs + A∗ijϕ̇,iϕ̇,j + ξ∗ϕ2 +
1

T0
kijθ,iθ,j + (B∗ij + F ∗ij)ėijϕ̇

+
(
D∗ijk +G∗ijk

)
ėijϕ̇,k +

(
M∗

ijk +
1

T0
fkij

)
ėijθ,k + (d∗i + γ∗i )ϕ̇ϕ̇,i

+
(
R∗j +

1

T0
bj

)
θϕ̇+

(
P ∗ij +

1

T0
aji

)
ϕ̇,jθ,i ≥ 0. (1.4.11)

În cazul materialelor termovâscoelastice poroase izotrope, ecuaµiile constitutive devin

tij = λerrδij + 2µeij + bϕδij − βθδij + λ∗ėrrδij + 2µ∗ėij + b∗ϕ̇δij,

Hi = αϕ,i + α∗ϕ̇,i + τ ∗θ,i,

g = −berr − ξϕ+mθ − γ∗ėrr − ξ∗ϕ̇, (1.4.12)

ρ0η = βerr + aθ +mϕ,

Qi = kθ,i + ζϕ̇,i,

unde λ, µ, ..., ξ∗ sunt coe�cienµi constitutivi, iar δij reprezint  simbolul lui Kronecker.
Conform relaµiei (1.4.12), pentru cazul materialelor izotrope, inegalitatea de disi-

pare a energiei (1.4.11) implic  urm toarele condiµii

3λ∗ + 2µ∗ ≥ 0, µ∗ ≥ 0, α∗ ≥ 0, k ≥ 0, ξ∗ ≥ 0, T0

(
τ ∗ +

1

T0
ζ
)2
≤ 4α∗k. (1.4.13)

Ata³ m ecuaµiilor de mai sus urm toarele condiµii iniµiale

ui(X, 0) = u0i (X), ϕ(X, 0) = ϕ0(X), θ(X, 0) = θ0(X),

u̇i(X, 0) = v0i (X), ϕ̇(X, 0) = φ0(X), X ∈ B,
(1.4.14)

³i urm toarele condiµii la frontier 

ui(X, t) = ũi(X, t), pe Σ1 × (t0, t1), tji(X, t)nj = t̃i(X, t), pe Σ2 × (t0, t1),

ϕ(X, t) = ϕ̃(X, t), pe Σ3 × (t0, t1), Hi(X, t)ni = H̃(X, t), pe Σ4 × (t0, t1),

θ(X, t) = θ̃(X, t), pe Σ5 × (t0, t1), Qi(X, t)ni = Q̃(X, t), pe Σ6 × (t0, t1),
(1.4.15)

unde u0i , ϕ
0, θ0, v0i , φ

0, ũi, t̃i, ϕ̃, H̃, θ̃ ³i Q̃ sunt funcµii prescrise, iar Σk, (k = 1, 2, ..., 6)
sunt suprafeµe incluse în ∂B, care îndeplinesc propriet µile Σ1 ∩ Σ2 = Σ3 ∩ Σ4 =
Σ5 ∩ Σ6 = ∅ ³i Σ1 ∪ Σ2 = Σ3 ∪ Σ4 = Σ5 ∪ Σ6 = ∂B.
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Dac  consider m cazul materialelor termovâscoelastice poroase izotrope ³i omo-
gene, atunci ecuaµiile (1.4.4)-(1.4.6) conduc la

µ1∆ui + (λ1 + µ1)uj,ji + b1ϕ,i − βθ,i + ρ0fi = ρ0üi,

α1∆ϕ− γ1uj,j − ξ1ϕ+ Γ1θ + ρ0` = ρ0κϕ̈, (1.4.16)

k∆θ − βT0u̇j,j + Γ2ϕ+ ρ0S = cθ̇,

unde

λ1 = λ+ λ∗
∂

∂t
, µ1 = µ+ µ∗

∂

∂t
, b1 = b+ b∗

∂

∂t
, α1 = α + α∗

∂

∂t
,

γ1 = b+ γ∗
∂

∂t
, ξ1 = ξ + ξ∗

∂

∂t
, Γ1 = τ ∗∆ +m, Γ2 = (ζ∆−mT0)

∂

∂t
,

(1.4.17)

c = aT0, iar ∆ reprezint  operatorul lui Laplace.
Vom nota cu (P) problema la limit  cu valori iniµiale asociat  modelului ter-

movâscoelastic poros de�nit  de ecuaµiile de baz  (1.4.4)-(1.4.6), condiµiile la limit 
(1.4.15) ³i condiµiile iniµiale (1.4.14).

1.5 Unicitatea soluµiei

Teorema 1.5.1. Presupunem c 
(i) ρ0, κ ³i a sunt funcµii strict pozitive;
(ii) W este o form  p tratic  pozitiv semide�nit ;
(iii) coe�cienµii constitutivi satisfac relaµiile de simetrie (1.4.9) ³i inegalitatea de

disipare a energiei (1.4.11). Atunci, problema la limit  cu valori iniµiale (P) asociat 
teoriei liniare a mediilor termovâscoelastice poroase admite cel mult o soluµie.
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Capitolul 2

Existenµa ³i unicitatea soluµiei în

medii termovâscoelastice poroase

Acest capitol este consacrat studiului existenµei ³i a unicit µii soluµiei problemei la
limit  asociat  modelului termovâscoelastic poros. Utilizând unele rezultate din teoria
semigrupurilor de operatori liniari, vom reformula problema la limit  ca o problem 
Cauchy abstract  într-un spaµiu Hilbert potrivit ales ³i vom stabili un rezultat de
existenµ  ³i unicitate a soluµiei. De asemenea, vom deduce o estimare ce descrie
dependenµa continu  a soluµiei în raport cu datele iniµiale ³i în raport cu înc rc rile.
Rezultatele prezentate în acest capitol au fost incluse în [5].

2.1 Formularea problemei la limit  cu valori iniµiale

În cadrul acestui capitol, vom considera c  regiunea B este alc tuit  dintr-un material
termovâscoelastic poros anizotrop ³i neomogen. Vom nota cu (P) problema la limit 
cu valori iniµiale de�nit  de ecuaµiile (1.4.4)-(1.4.6), de condiµiile la limit 

ui(X, t) = 0, ϕ(X, t) = 0, θ(X, t) = 0, pe ∂B × (0,∞), (2.1.1)

³i de condiµiile iniµiale

ui(X, 0) = u0i (X), ϕ(X, 0) = ϕ0(X), θ(X, 0) = θ0(X),

u̇i(X, 0) = v0i (X), ϕ̇(X, 0) = ψ0(X), X ∈ B, (2.1.2)

unde u0i , ϕ
0, θ0, v0i ³i ψ

0 sunt funcµii continue prescrise.
Presupunem c  energia intern  W este o form  p tratic  pozitiv de�nit  în ter-

menii lui eij, ϕ ³i ϕ,k ³i c  ρ0, κ, ³i a satisfac

ρ0 > 0, κ(X) ≥ κ0 > 0, a(X) ≥ a0 > 0, ∀ X ∈ B. (2.1.3)

În cele ce urmeaz , vom nota cu (P ′) problema la limit  adimensionalizat . Pu-
tem observa cu u³urinµ  c  problema (P ′) este analoag  cu problema (P).
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2.2 Existenµa ³i unicitatea soluµiei

În aceast  secµiune vom folosi unele rezultate din teoria semigrupurilor de operatori
liniari [19] pentru a demonstra existenµa ³i unicitatea soluµiei problemei (P ′). Pentru
început, vom reformula problema (P ′) ca o problem  Cauchy abstract  într-un spaµiu
Hilbert convenabil. În acest scop de�nim

H = {ω = (u,v, ϕ, ψ, θ) | u ∈ H1
0(B), ϕ ∈ H1

0 (B),v ∈ L2(B), ψ, θ ∈ L2(B)}, (2.2.1)

unde v = u̇, ψ = ϕ̇, H1
0(B) = [H1

0 (B)]3, L2(B) = [L2(B)]3, iar Hm
0 (B) este spaµiul

Sobolev cunoscut [1]. De asemenea, introducem urm torii operatori

A1
iω = vi, B1ω = ψ,

A2
iω =

1

ρ0

(
Cijrsur,s +Bijϕ+Dijkϕ,k − βijθ + C∗ijrsvr,s +B∗ijψ

+D∗ijkψ,k +M∗
ijkθ,k

)
,j
,

B2ω =
1

ρ0κ

(
Aijϕ,i +Drsjur,s + djϕ− ajθ + A∗ijψ,i +G∗rsjvr,s

+d∗jψ + P ∗ijθ,i

)
,j
− 1

ρ0κ

(
Bijui,j + ξϕ+ diϕ,i −mθ + F ∗ijvi,j

+ξ∗ψ + γ∗kψ,k +R∗jθ,j

)
,

Cω =
1

aT0

(
kijθ,i + fjrsvr,s + bjψ + ajiψ,i

)
,j
− 1

a

(
βijvi,j +mψ + aiψ,i

)
.

(2.2.2)

Vom nota cu A operatorul de�nit de

Aω = (A1
iω, A

2
iω, B

1ω, B2ω, Cω), (2.2.3)

al c rui domeniu este

D(A) = {ω = (u,v, ϕ, ψ, θ) ∈ H | Aω ∈ H,u = 0, ϕ = 0, θ = 0 pe ∂B}.

A³adar, cu notaµiile de mai sus, vom obµine urm toarea problem  Cauchy

d

dt
ω(t) = Aω(t) + G(t),

ω(0) = ω0,
(2.2.4)

unde ω = (u,v, ϕ, ψ, θ), G(t) =
(
0, f , 0,

1

κ
`,
ρ0
aT0

S
)
, ω0 = (u0,v0, ϕ0, ψ0, θ0), f = (fi),

u0 = (u0i ), iar v
0 = (v0i ), i = 1, 2, 3.

Introducem urm torul produs scalar în H

〈ω, ω∗〉H =

∫
B

[
ρ0viv

∗
i + ρ0κψψ

∗ + aθθ∗ + 2F(UT ,U∗T )
]
dv, ∀ω, ω∗ ∈ H, (2.2.5)
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unde UT = {u, ϕ}, U∗T = {u∗, ϕ∗}, iar

F(UT , ŨT ) =
1

2
Cijrsui,jũr,s +

1

2
ξϕϕ̃+

1

2
Aijϕ,iϕ̃,j +

1

2
Bij(ui,jϕ̃+ ũi,jϕ)

+
1

2
Dijk(ui,jϕ̃,k + ũi,jϕ,k) +

1

2
di(ϕϕ̃,i + ϕ̃ϕ,i). (2.2.6)

Lema 2.2.1. Produsul scalar 〈·, ·〉H de�ne³te o norm  echivalent  cu norma uzual 
din spaµiul H.

Lema 2.2.2. Operatorul A, de�nit de relaµia (2.2.3), este disipativ, adic 

〈Aω, ω〉H ≤ 0, pentru orice ω ∈ D(A). (2.2.7)

Lema 2.2.3. Operatorul A satisface condiµia

Range(I −A) = H. (2.2.8)

Teorema 2.2.1. Operatorul A de�nit de relaµia (2.2.3) genereaz  un C0-semigrup de
contracµii în spaµiul Hilbert H.

Teorema 2.2.2. Presupunem c  f ∈ C1([0,∞);L2(B)), `, S ∈ C1([0,∞);L2(B)),
ω0 = (u0,v0, ϕ0, ψ0, θ0) ∈ D(A), iar densitatea de energia intern  este o form 
p tratic  pozitiv de�nit  în termenii corespunz tori. Atunci, exist  o soluµie unic  a
problemei Cauchy abstracte (2.2.4) care satisface

ω = (u,v, ϕ, ψ, θ) ∈ C1((0,∞);H) ∩ C0([0,∞);D(A)).

Urm toarea teorem  descrie dependenµa continu  a soluµiei problemei (P ′) în
raport cu datele iniµiale ³i în raport cu înc rc ri masice.

Teorema 2.2.3. Dac  f ∈ C1([0,∞);L2(B)), `, S ∈ C1([0,∞);L2(B)), ω0 = (u0,v0,
ϕ0, ψ0, θ0) ∈ D(A) ³i densitatea de energie intern  este o form  p tratic  pozitiv
de�nit  în termenii corespunz tori, atunci are loc urm toarea estimare

‖ω(t)‖H ≤ C̃
(∥∥ω0(t)

∥∥
H +

∫ t

0

(
‖f‖L2(B) + ‖`‖L2(B) + ‖S‖L2(B)

)
ds
)
, (2.2.9)

unde C̃ este o constant  pozitiv .
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Capitolul 3

Problema comport rii spaµiale în

medii termovâscoelastice poroase

Acest capitol este dedicat studiului comport rii spaµiale a soluµiei problemei la limit 
cu valori iniµiale asociat  modelului termovâscoelastic poros. În acest scop, vom
considera dou  funcµionale asociate procesului termovâscoelastic poros. În termenii
acestor funcµionale vom stabili estim ri de cre³tere ³i de descre³tere exponenµial .
Mai precis, pentru cazul domeniilor m rginite vom deduce estim ri de tipul Saint-
Venant, în timp ce pentru domenii nem rginite vom stabili estim ri alternative de
tipul Phragmén-Lindelöf. Aceste rezultate originale ale autorului au fost publicate în
lucrarea [3].

3.1 Ipoteze constitutive. Rezultate auxiliare

Pe parcursul acestui capitol, vom considera c  regiunea B este alc tuit  dintr-un
material termovâscoelastic poros, anizotrop ³i neomogen. Presupunem c  ρ0, κ ³i a
sunt funcµii strict pozitive pe B, ³i c  energia de disipare ³i energia intern  sunt forme
p tratice pozitiv de�nite în termenii corespunz tori.

Sub aceste ipoteze, stabilim urm toarele rezultate:

Lema 3.1.1. Dac  U = {ui, ϕ, θ} este o soluµie a problemei la limit  cu valori iniµiale
(P), atunci pentru orice ε, constant  pozitiv , are loc inegalitatea

tijtij +
1

κ0
HiHi ≤ 4µM(1 + ε)W(U) + 2

(
1 +

1

ε

)
M2θ2 + 2αMΛ1(U), (3.1.1)

unde

Λ1(U) =
µ∗m
2
ėij ėij +

ν∗m
2
ϕ̇2 +

a∗m
2
κ0ϕ̇,iϕ̇,i +

1

2T0
kmθ,iθ,i. (3.1.2)

Lema 3.1.2. Fie U = {ui, ϕ, θ} o soluµie a problemei la limit  cu valori iniµiale (P).
Atunci, pentru orice ε′ > 0 are loc urm toarea estimare

QiQi ≤ 2T0KM(1 + ε′)Λ2(U) + α̃M

(
1 +

1

ε′

)
Λ3(U), (3.1.3)
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unde

Λ2(U) =
km
2T0

θ,iθ,i, Λ3(U) =
µ∗m
2
ėij ėij +

ν∗m
2
ϕ̇2 +

a∗m
2
κ0ϕ̇,iϕ̇,i. (3.1.4)

3.2 Comportarea spaµial  a soluµiei

Fie U = {ui, ϕ, θ} o soluµie a problemei la limit  cu valori iniµiale (P). Pentru un timp
�xat T > 0, consider m suportul D̂T al înc rc rilor L = {fi, `, S, u0i , v0i , ϕ0, ψ0, θ0, ũi, ϕ̃,

θ̃, t̃i, H̃, Q̃} pe intervalul de timp [0, T ].Altfel spus, D̂T este mulµimea punctelorX ∈ B
astfel încât dac  X ∈ B, atunci

u0i (X) 6= 0 sau v0i (X) 6= 0 sau ϕ0(X) 6= 0 sau ψ0(X) 6= 0 sau θ0(X) 6= 0

sau fi(X, s) 6= 0 sau `(X, s) 6= 0 sau S(X, s) 6= 0
(3.2.1)

pentru cel puµin un timp s ∈ [0, T ], iar dac  X ∈ ∂B, atunci

ũi(X, s) 6= 0 sau t̃i(X, s) 6= 0 sau ϕ̃(X, s) 6= 0 sau

H̃(X, s) 6= 0 sau θ̃(X, s) 6= 0 sau Q̃(X, s) 6= 0 (3.2.2)

pentru cel puµin un timp s ∈ [0, T ].

Presupunem c  D̂T este un domeniu m rginit ³i regulat. Pentru �ecare r ≥ 0,
introducem mulµimea Dr prin

Dr =
{
X ∈ B : D̂T ∩ Σ(X, r) 6= ∅

}
, (3.2.3)

unde Σ(X, r) reprezint  bila deschis  de raz  r ³i cu centrul în punctul X. De ase-
menea, introducem urm toarele mulµimi: Br = B\Dr, B(r1, r2) = Br2\Br1 , r1 ≥ r2.
Vom nota cu Sr partea suprafeµei ∂Br conµinut  în interiorul lui B ³i a c rei normal 
este îndreptat  în exteriorul mulµimii Dr.

Observ m c  pentru un domeniu m rginit, raza r variaz  între [0, L], L < ∞,
unde L = max

{
min

{
[(Xj − Yj)(Xj − Yj)]1/2 : Y ∈ D̂T

}
: X ∈ B

}
.

Pentru soluµia U = {ui, ϕ, θ} a problemei la limit  cu valori iniµiale (P), asociem
urm toarea funcµional  [12]

I(r, t) = −
∫ t

0

∫
Sr

e−σs
[
tji(s)nju̇i(s) +Hi(s)niϕ̇(s) +

1

T0
Qi(s)niθ(s)

]
dads, (3.2.4)

∀r ≥ 0, t ∈ [0, T ], unde σ este un parametru prescris, iar nj reprezint  componentele
normalei exterioare la suprafaµa Sr.

De asemenea, introducem ³i urm toarea funcµional 

J (r, t) =

∫ t

0

I(r, s)ds. (3.2.5)

Urm torul rezultat prezint  câteva propriet µi ale funcµionalelor I(r, t) ³i J (r, t).
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Teorema 3.2.1. Fie U = {ui, ϕ, θ} o soluµie a problemei la limit  (P), corespunz -

toare înc rc rilor L = {fi, `, S, u0i , v0i , ϕ0, ψ0, θ0, ũi, ϕ̃, θ̃, t̃i, H̃, Q̃}, ³i �e D̂T un dome-
niu m rginit. Pentru �ecare t ∈ [0, T ], �xat, funcµionalele I(r, t) ³i J (r, t) satisfac:

(i) Pentru 0 ≤ r2 ≤ r1, avem

I(r1, t)− I(r2, t)

= −1

2

∫
B(r1,r2)

e−σt
[
ρ0u̇i(t)u̇i(t) + ρ0κϕ̇

2(t) + aθ2(t) + 2W(U(t))
]
dv

−
∫ t

0

∫
B(r1,r2)

σ

2
e−σs

[
ρ0u̇i(s)u̇i(s) + ρ0κϕ̇

2(s) + aθ2(s)

+ 2W(U(s))
]
dvds−

∫ t

0

∫
B(r1,r2)

e−σsΛ(U(s))dvds; (3.2.6)

(ii) I(r, t) este o funcµional  continuu diferenµiabil  în raport cu r ≥ 0 ce satisface

∂

∂r
I(r, t) =− 1

2

∫
Sr

e−σt
[
ρ0u̇i(t)u̇i(t) + ρ0κϕ̇

2(t) + aθ2(t) + 2W(U(t))
]
dv

−
∫ t

0

∫
Sr

σ

2
e−σs

[
ρ0u̇i(s)u̇i(s) + ρ0κϕ̇

2(s) + aθ2(s) + 2W(U(s))
]
dvds

−
∫ t

0

∫
Sr

e−σsΛ(U(s))dvds; (3.2.7)

(iii) Funcµionalele I(r, t) ³i J (r, t) sunt descresc toare în raport cu raza r;
(iv) I(r, t) satisface urm toarea inegalitate diferenµial  de ordinul întâi

σ

ζ
|I(r, t)|+ ∂I

∂r
(r, t) ≤ 0, r ≥ 0, (3.2.8)

unde

ζ = max
B

{
c,
σαMε1
ρ0

}
, c =

√
2µM(1 + ε0)

ρ0
, (3.2.9)

iar ε0 este r d cina pozitiv  a urm toarei ecuaµii algebrice

ε2 +
(

1− M2

a0µM
− σρ0KM

2a0T0µM
− σρ0α̃M

4a0T 2
0 µM

)
ε− M2

a0µM
= 0; (3.2.10)

(v) J (r, t) satisface urm toarea inegalitate diferenµial  de ordinul întâi

√
tζ̃(t)

∂J
∂r

(r, t) + |J (r, t)| ≤ 0, r ≥ 0, (3.2.11)

unde

ζ̃(t) = max
B

{
γ(t),

αMε3
ρ0

}
, γ(t) =

√
2tµM (1 + δ(t))

ρ0
, (3.2.12)
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iar δ(t) este r d cina pozitiv  a urm toarei ecuaµii algebrice

δ2 +
(

1− M2

a0µM
− ρ0KM

2a0T0µM t
− ρ0α̃M

4a0T 2
0 µM t

)
δ − M2

a0µM
= 0; (3.2.13)

(vi) Dac  B este un domeniu m rginit, atunci funcµionalele I(r, t) ³i J (r, t) sunt
pozitive.

Teorema 3.2.2. (Comportare spaµial  pentru domenii m rginite) Fie B un
domeniu m rginit. Dac  U = {ui, ϕ, θ} este o soluµie a problemei (P) ³i dac  suportul

datelor D̂T este m rginit, atunci, pentru �ecare t ∈ [0, T ], soluµia U = {ui, ϕ, θ},
m surat  prin I(r, t) sau J (r, t), descre³te spaµial în urm toarea form 

I(r, t) ≤ I(0, t) exp
(
−σ
ζ
r
)
, 0 ≤ r ≤ L, (3.2.14)

J (r, t) ≤ J (0, t) exp
(
− 1
√
tζ̃(t)

r
)
, 0 ≤ r ≤ L, (3.2.15)

unde ζ ³i ζ̃(t) sunt date de relaµiile (3.2.9) ³i (3.2.12).

Teorema 3.2.3. (Comportare spaµial  pentru domenii nem rginite) Fie B un
domeniu nem rginit. Dac  U = {ui, ϕ, θ} este o soluµie a problemei la limit  cu valori

iniµiale (P) ³i dac  mulµimea suport D̂T este m rginit , atunci, pentru �ecare t ∈
[0, T ], �xat, comportarea spaµial  a soluµiei U = {ui, ϕ, θ} este descris  de urm toarea
alternativ :

(i) Dac  I(r, t) ≥ 0 pentru orice r ≥ 0, atunci avem

I(r, t) ≤ I(0, t) exp
(
−σ
ζ
r
)
, (3.2.16)

J (r, t) ≤ J (0, t) exp
(
− 1
√
tζ̃(t)

r
)
, (3.2.17)

pentru orice r ≥ 0;
(ii) Dac  exist  rt ≥ 0 astfel încât I(rt, t) < 0, atunci obµinem

−I(r, t) ≥ −I(rt, t) exp

[
σ

ζ
(r − rt)

]
, (3.2.18)

−J (r, t) ≥ −J (rt, t) exp

[
1

√
tζ̃(t)

(r − rt)

]
, (3.2.19)

pentru orice r ≥ rt.
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Capitolul 4

Probleme nestandard în medii

termovâscoelastice poroase

Acest capitol este dedicat studiului comport rii spaµiale a soluµiei unei probleme ne-
standard asociat  teoriei liniare a mediilor termovâscoelastice poroase. Vom consi-
dera un cilindru prismatic alc tuit dintr-un material termovâscoelastic poros, supus
înc rc rilor masice nule, condiµiilor nule pe frontiera lateral  ³i unor condiµii �nale
proporµionale condiµiilor iniµiale. Dac  factorii de proporµionalitate sunt în valoare
absolut  superiori unit µii, atunci, sub ipotezele de pozitiv  de�nire a densit µii de
energie intern  ³i a energiei de disipare, vom studia comportarea spaµial  a soluµiei
problemei nestandard folosind metoda integralelor ponderate în timp [9].

Rezultatele prezentate în acest capitol au fost publicate de autor în lucrarea [2].

4.1 Formularea problemei nestandard

Consider m c  regiunea B reprezint  un cilindru drept de în lµime L, alc tuit dintr-
un material termovâscoelastic poros compresibil, anizotrop ³i neomogen. Alegem
un sistem ortogonal de coordonate carteziene OX1X2X3 astfel încât axa OX3 s  �e
paralel  cu generatoarea cilindrului ³i una din bazele cilindrului s  se g seasc  în
planul X1OX2. Vom nota cu D(X3) secµiunea transversal  a cilindrului a�at  la
distanµa X3 faµ  de planul X1OX2, iar cu Π vom nota frontiera lateral  a cilindrului.

Consider m problema nestandard (P) de�nit  de sistemul de ecuaµii (1.4.4)-
(1.4.6) cu înc rc ri masice ³i termice nule, la care se adaug  condiµiile la limit  laterale

u̇i(X, t)tji(X, t)nj = 0, ϕ̇(X, t)Hj(X, t)nj = 0, θ(X, t)Qj(X, t)nj = 0, (4.1.1)

pentru (X, t) ∈ Π× [0, T ], condiµiile la limit  pe baz 

ui(X, t) = fi(X1, X2, t), ϕ(X, t) = g(X1, X2, t), θ(X, t) = h(X1, X2, t), (4.1.2)

pentru (X, t) ∈ D(0)× [0, T ] ³i condiµiile �nale la momentul T

ui(X, T ) = λui(X, 0), ϕ(X, T ) = λϕ(X, 0), θ(X, t) = µθ(X, 0),

u̇i(X, T ) = αu̇i(X, 0), ϕ̇(X, T ) = βϕ̇(X, 0), pentru X ∈ B. (4.1.3)
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Aici ni reprezint  componentele normalei exterioare la suprafaµa Π, intervalul [0, T ]
este �xat, T > 0, iar fi, g ³i h sunt funcµii prescrise. Parametrii λ, µ, α ³i β sunt
consideraµi prescri³i ³i satisfac urm toarele condiµii

|λ| > 1, |µ| > 1, |α| > 1, |β| > 1. (4.1.4)

În cele ce urmeaz , presupunem c  ρ0, κ ³i a sunt funcµii strict pozitive ³i c 
energia intern  ³i energia de disipare sunt forme p tratice pozitiv de�nite.

4.2 Comportarea spaµial  a soluµiei

Pentru a studia comportarea spaµial  a soluµiei problemei nestandard (P), asociat 
modelului termovâscoelastic poros, introducem urm toarea funcµional  [10]

I(X3) =

∫ T

0

∫
D(X3,τ)

e−στ
(
t3iu̇i +H3ϕ̇+

1

T0
Q3θ

)
dadτ, X3 ∈ [0, L], (4.2.1)

unde σ este un parametru pozitiv ce urmeaz  a � determinat explicit mai târziu.
Dac  deriv m în raport cu X3 în relaµia (4.2.1), obµinem

dI

dX3

(X3) =

∫ T

0

∫
D(X3,τ)

e−στ
[σ

2

(
ρ0u̇iu̇i + ρ0κϕ̇

2 + aθ2 + 2W(U)
)

+ Λ(U)
]
dadτ

+
α2e−σT − 1

2

∫
D(X3,0)

ρ0u̇iu̇ida+
β2e−σT − 1

2

∫
D(X3,0)

ρ0κϕ̇
2da

+
µ2e−σT − 1

2

∫
D(X3,0)

aθ2da+
λ2e−σT − 1

2

∫
D(X3,0)

2W(U)da.

(4.2.2)
În baza condiµiilor (4.1.4), vom presupune c  σ satisface

0 < σ <
2

T
min
X∈B

[
ln|λ|, ln|µ|, ln|α|, ln|β|

]
. (4.2.3)

Putem concluziona c  I(X3) este o funcµional  cresc toare în raport cu X3 pe [0, L].
Pe de alt  parte, obµinem urm toarea estimare pentru I(X3)

|I(X3)| ≤
∫ T

0

∫
D(X3,τ)

e−στ
{ 1

ε3σ

σ

2

(
ρ0u̇iu̇i + ρ0κϕ̇

2
)

+
[2ε3M

2

ρ0a0σ

(
1 +

1

ε

)
+

1

ε2T0σ

]σ
2
aθ2 +

2µMε3(1 + ε)

ρ0σ
σW(U) +

ε4α̃M
2a0T0

(
1 +

1

ε′

)
Λ3(U)

+
ε4KM

a0
(1 + ε′)Λ2(U) +

ε3αM
ρ0

Λ1(U)
}
dadτ, ∀ε, ε′, ε3, ε4 > 0.

(4.2.4)

Cum inegalitatea (4.2.4) are loc pentru orice ε, ε′, ε3 ³i ε4, vom considera

ε3 =
1

ϑ
, ε4 =

2a0T0ϑ

σ
(

2T0KM + α̃M

) , ε′ = α̃M
2T0KM

, ϑ =

√
2µM(1 + ε)

ρ0
, (4.2.5)
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ε =
1

2

[
−1+

M2

µMa0
+

ρ0σα̃M
4µMa0T 2

0

+
ρ0σKM

2µMa0T0

+

√(
1− M2

µMa0
− ρ0σα̃M

4µMa0T 2
0

− ρ0σKM

2µMa0T0

)2
+

4M2

µMa0

]
. (4.2.6)

Cu aceste alegeri, vom obµine urm toarea inegalitate diferenµial  de ordinul întâi

σ

ω
|I(X3)| ≤

dI

dX3

(X3), ∀X3 ∈ [0, L]. (4.2.7)

Consider m cazul în care I(X3) ≤ 0, ∀X3 ∈ [0, L]. Cum I(X3) este o funcµie cresc -
toare, vom obµine urm toarea estimare de tipul Saint-Venant

0 ≤ −I(X3) ≤ −I(0)e−
σ
ω
X3 , ∀X3 ∈ [0, L]. (4.2.8)

Mai mult, dac  introducem urm toarea notaµie

E(X3) = κσ
∫
D(X3,0)

[
ρu̇iu̇i + ρκϕ̇2 + aθ2 + 2W(U)

]
dv

+

∫ T

0

∫
D(X3,τ)

e−στ
[σ

2

(
ρu̇iu̇i + ρκϕ̇2 + aθ2 + 2W(U)

)
+ Λ(U)

]
dvdτ,

(4.2.9)

atunci vom obµine

E(X3) ≤ −I(0)e−
σ
ω
X3 , ∀X3 ∈ [0,∞). (4.2.10)

Dac  I(X3) > 0, atunci exist  X∗3 ∈ [0, L] astfel încât I(X3) ≥ I(X∗3 ) > 0,∀X3 ∈
[X∗3 , L]. Astfel, vom obµine urm toarea estimare de cre³tere

I(X3) ≥ I(X∗3 )e
σ
ω
(X3−X∗

3 ), ∀X3 ∈ [X∗3 , L]. (4.2.11)

Pentru un cilindru semi-in�nit relaµia de mai sus arat  c  funcµionala I(X3) devine
nem rginit  pentru valori su�cient de mari ale lui X3.

4.3 Comentarii

În aceast  secµiune, vom considera o problem  nestandard similar  (P ′) în care con-
diµiii �nale (4.1.3) sunt înlocuite cu

ur(X, T ) = λur(X, 0), ϕ(X, T ) = γϕ(X, 0), θ(X, t) = µθ(X, 0),

u̇r(X, T ) = αu̇r(X, 0), ϕ̇(X, T ) = βϕ̇(X, 0), pentru X ∈ B.
(4.3.1)

Vrem s  vedem ce condiµii trebuie s  consider m asupra coe�cienµilor de propor-
µionalitate λ, γ, µ, α ³i β, astfel încât problema (P ′) s  �e bine pus  ³i astfel încât
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studiul comport rii spaµiale a soluµiei acestei probleme s  se fac  în mod similar cu
cel prezentat în Secµiunea 4.2.

Dac  vom alege σ în mulµimea

0 < σ <
1

T
min
X∈B

{
lnα2, ln β2, lnµ2, ln

λ2µm
µM

, ln
γ2µm
µM

}
, (4.3.2)

doar dac  au loc urm toarele condiµii

|α| > 1, |β| > 1, |µ| > 1, |λ| >
√
µM
µm

> 1, |γ| >
√
µM
µm

> 1. (4.3.3)

Cu aceste alegeri, putem determina estim ri de cre³tere ³i de descre³tere spaµial 
folosind acela³i raµionament ca cel utilizat în Secµiunea 4.2. Cu alte cuvinte, dac  în
loc de condiµiile nestandard (4.1.3) avem condiµiile nestandard mai generale (4.3.1),
atunci vom putea determina estim ri asem n toare cu cele obµinute în Secµiunea 4.2,
dac  parametrii λ, γ, µ, α ³i β satisfac condiµiile (4.3.3).

18



Capitolul 5

Problema comport rii spaµiale pentru

probleme la limit  cu valori �nale

Problemele la limit  cu valori �nale reprezint  un caz particular de probleme nestan-
dard, pentru care sunt considerate prescrise datele la momentul �nal t = 0. În acest
capitol vom studia comportarea spaµial  a soluµiei problemei la limit  cu valori �nale
asociat  modelului termovâscoelastic poros. Printr-o schimbare de variabil  conve-
nabil  t −t, vom transforma problema la limit  cu valori �nale într-o problem  la
limit  cu valori iniµiale. Vom studia comportarea spaµial  a soluµiei problemei trans-
formate cu ajutorul unei funcµionale asociat  procesului termovâscoelastic poros. În
termenii acestei funcµionale vom determina estim ri de descre³tere spaµial  de tipul
Saint-Venant.

Rezultatele prezentate în acest capitol au fost incluse în lucrarea [6].

5.1 Formularea problemei la limit  cu valori �nale

Vom considera c  domeniul B, de frontier  ∂B, este alc tuit dintr-un material termo-
vâscoelastic poros, anizotrop ³i neomogen. Vom nota cu (Pf ) problema la limit  cu
valori �nale asociat  modelului termovâscoelastic poros de�nit  de ecuaµiile (1.4.4)-
(1.4.6) în B × (−∞, 0). Ata³ m ecuaµiilor de mai sus, urm toarele condiµii �nale

ui(X, 0) = u0i (X), ϕ(X, 0) = ϕ0(X), θ(X, 0) = θ0(X),

u̇i(X, 0) = v0i (X), ϕ̇(X, 0) = ψ0(X), pentru X ∈ B,
(5.1.1)

unde u0i ,ϕ
0,θ0,v0i ³i ψ

0 sunt funcµii prescrise, ³i urm toarele condiµii la frontier 

ui(X, t) = ui(X, t) pe Σ1 × (−∞, 0], tji(X, t)nj = ti(X, t) pe Σ2 × (−∞, 0],

ϕ(X, t) = ϕ(X, t) pe Σ3 × (−∞, 0], Hj(X, t)nj = H(X, t) pe Σ4 × (−∞, 0],

θ(X, t) = θ(X, t) pe Σ5 × (−∞, 0], Qj(X, t)nj = Q(X, t) pe Σ6 × (−∞, 0],

unde ui,ϕ,θ,ti,H ³i Q sunt funcµii prescrise.
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Urmând procedeul utilizat în [18], transform m problema la limit  cu valori �nale
într-o problem  cu valori iniµiale, cu ajutorul schimb rii de variabil  t  −t. Vom
nota cu (Pi) problema la limit  transformat , în care ecuaµiile de mi³care, ecuaµia
forµelor de echilibrare, ecuaµia energiei, ecuaµiile geometrice ³i ecuaµiile constitutive
sunt de�nite pe intervalul de timp (0,∞).

În cele ce urmeaz , presupunem c  ρ0, κ ³i a sunt funcµii strict pozitive pe B, ³i
c  energia intern  ³i energia de disipare sunt forme p tratice pozitiv de�nite.

5.2 Rezultate auxiliare

Lema 5.2.1. Dac  U = {ui, ϕ, θ} este o soluµie a problemei la limit  (Pi), atunci
pentru orice ε, ε′ > 0, are loc inegalitatea

tijtij +
1

κ0
HiHi ≤ 4µM(1 + ε)W(U) + 2

(
1 +

1

ε

)
M2θ2

+2N2(1 + ε′)Λ2(U) + 2
(

1 +
1

ε′

)
αMΛ3(U).

(5.2.1)

Lema 5.2.2. Dac  U = {ui, ϕ, θ} este o soluµie a problemei la limit  (Pi), atunci,
pentru orice ε′′ > 0, are loc inegalitatea

QiQi ≤ KM(1 + ε′′)Λ2(U) + α̃M

(
1 +

1

ε′′

)
Λ3(U). (5.2.2)

5.3 Comportarea spaµial  a soluµiei

Fie U = {u, ϕ, θ} o soluµie a problemei la limit  transformate (Pi) ³i �e T > 0

�xat. La fel ca în Secµiunea 3.2, vom nota cu D̂T , suportul înc rc rilor L =
{fi, `, S, u0i , v0i , ϕ0, ψ0, θ0, ui, ϕ, θ, ti, H,Q} pe intervalul de timp [0, T ]. Presupunem
c  mulµimea D̂T este m rginit .

Pentru a studia comportarea spaµial  a soluµiei problemei la limit  (Pi), de�nim

I(r, t) =

∫ t

0

∫
Br

eσs
{σ

2

[
ρ0u̇i(s)u̇i(s) + ρ0κϕ̇

2(s) + 2W(s) + aθ(s)2
]

+ Λ′(s)
}
dvds,

pentru orice t ∈ [0, T ] ³i orice r ∈ [0, L], unde σ este un parametru prescris pozitiv,
iar Λ′ este de�nit de

Λ′ = C∗ijrsėij ėrs + ξ∗ϕ̇2 + A∗ijϕ̇,iϕ̇,j +
1

T0
kijθ,iθ,j + (B∗ij + F ∗ij)ėijϕ̇+ (D∗ijk +G∗ijk)ėijϕ̇,k

+ (d∗i + γ∗i )ϕ̇ϕ̇,i − (M∗
ijk +

1

T0
fkij)ėijθ,k − (R∗j +

1

T0
bj)ϕ̇θ,j − (P ∗ij +

1

T0
aji)ϕ̇,iθ,j.

Urm toarea lem  prezint  unele propriet µi ale funcµionalei I(r, t).

20



Lema 5.3.1. Fie U = {u, ϕ, θ} soluµia problemei la limit  transformate (Pi) ³i �e

D̂T un domeniu m rginit. Atunci, pentru orice t ∈ [0, T ], funcµionala I(r, t) satisface
urm toarele propriet µi:

(i) Pentru 0 ≤ r2 < r1, avem

I(r1, t)− I(r2, t) = −
∫ t

0

∫
B(r1,r2)

σ

2
eσs
[
ρ0u̇i(s)u̇i(s) + ρ0κϕ̇

2(s) + aθ(s)2

+ 2W(s)
]
dvds−

∫ t

0

∫
B(r1,r2)

eσsΛ′(s)dvds;

(ii) I(r, t) este descresc toare în raport cu raza r ∈ [0, L];
(iii) I(r, t) este continuu diferenµiabil  în raport cu r ∈ [0, L] ³i satisface

∂I

∂r
(r, t) =−

∫ t

0

∫
Sr

eσs
{σ

2

[
ρ0u̇i(s)u̇i(s) + ρ0κϕ̇

2(s) + aθ(s)2 + 2W(s)
]

+ Λ′(s)
}
dads

∂I

∂t
(r, t) =

∫
Br

eσt
{σ

2

[
ρ0u̇i(t)u̇i(t) + ρ0κϕ̇

2(t) + aθ(t)2 + 2W(t)
]

+ Λ′(t)
}
dv.

Lema 5.3.2. Fie U o soluµie a problemei la limit  (Pi) corespunz toare înc rc rilor
L = {fi, `, S, u0i , v0i , ϕ0, ψ0, θ0, ui, ϕ, θ, ti, H,Q}. Atunci, pentru orice r ∈ [0, L], t ∈
[0, T ], funcµionala I(r, t) satisface urm toarea inegalitate diferenµial  de ordinul întâi

I(r, t) ≤ 1

σ

∂I

∂t
(r, t)− ζ(σ)

σ

∂I

∂r
(r, t), (5.3.1)

unde ζ(σ) =
√

2µM (1+ε0)
ρ0

, iar ε0 este r d cina pozitiv  a urm toarei ecuaµii algebrice

ε2 +

[
1− M2

µMa0
− ρ0σ(α̃M +KM)

4µMa0T 2
0

]
ε− M2

µMa0
= 0. (5.3.2)

Teorema 5.3.1. (Comportarea spaµial  a soluµiei) Fie U o soluµie a problemei la
limit  (Pi), corespunz toare înc rc rilor L = {fi, `, S, u0i , v0i , ϕ0, ψ0, θ0, ui, ϕ, θ, ti, H,Q}.
Atunci, pentru σ (su�cient de mare) ³i pentru orice r0 ∈ [0, L], t0 ∈ [0, T ] ce satisfac

L ≤ ζ(σ)t0 + r0 ≤ ζ(σ)T, (5.3.3)

are loc urm toarea inegalitate

I

(
r, t0 +

r0 − r
ζ(σ)

)
≤ exp

(
− σ

ζ(σ)
r

)
I

(
0, t0 +

r0
ζ(σ)

)
,∀r ∈ [0, L]. (5.3.4)
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Capitolul 6

Propagarea undelor în medii

termoelastice poroase

Acest capitol este consacrat studiului propag rii undelor armonice plane ³i a undelor
de suprafaµ  Rayleigh în medii termoelastice poroase. Pentru început, vom prezenta
ecuaµiile de baz  ale teoriei liniare a mediilor termoelastice poroase [15]. Vom con-
sidera apoi un semi-spaµiu alc tuit dintr-un material termoelastic poros izotrop ³i
omogen ³i vom analiza efectele de amortizare în timp a undelor plane. Vom studia
apoi problema propag rii undelor de suprafaµ  Rayleigh pentru cazul mediilor ter-
moelastice poroase. Vom determina ecuaµia secular  atât în form  explicit  cât ³i în
form  implicit . În �nal, vom prezenta unele rezultate numerice pentru a evidenµia
rezultatele teoretice obµinute. Rezultatele prezentate în acest capitol au fost incluse
în lucrarea [7].

6.1 Ecuaµiile teoriei liniare a mediilor termoelastice
poroase

Consider m c  regiunea B este alc tuit  dintr-un material termoelastic poros, izotrop
³i omogen. Ecuaµiile de baz  ale teoriei liniare a mediilor termoelastice poroase sunt

tji,j + ρ0fi = ρ0üi,
Hi,i + g + ρ0` = ρ0κϕ̈,
ρ0T0η̇ = Qi,i + ρ0S, în B × (0,∞)

(6.1.1)

Ecuaµiile constitutive pentru cazul materialelor izotrope devin

tij = λerrδij + 2µeij + bϕδij − βθij,
Hi = αϕ,i,
g = −berr − ξϕ+mθ, (6.1.2)
ρη = βerr + aθ +mϕ,
Qi = kθ,i,
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unde λ, µ, ..., k sunt coe�cienµi constitutivi.
În cele ce urmeaz , presupunem c  ρ0 ³i κ sunt funcµii continue ³i strict pozitive.

Presupunem c  λ, µ, β, b, α, k ∈ C1(B), a, ξ,m ∈ C(B) ³i c  au loc

µ > 0, α > 0, k > 0, ξ > 0,
(
λ+

2

3
µ
)
ξ > b2. (6.1.3)

6.2 Unde armonice plane

În cele ce urmeaz , presupunem c  înc rc rile masice ³i termice sunt nule. A³adar,
vom considera urm torul sistem de ecuaµii cu derivate parµiale pentru ui, ϕ ³i θ

µui,jj + (λ+ µ)uj,ji + bϕ,i − βθ,i = ρ0üi,

αϕ,ii − bui,i − ξϕ+mθ = ρ0κϕ̈,

kθ,ii = cθ̇ + βT0u̇r,r +mT0ϕ̇, în B × (0,∞).

(6.2.1)

�inând cont de propriet µile disipative ale materialului termoelastic poros, vom c uta
soluµii ale sistemului diferenµial (6.2.1), în forma (cf. [8, 11])

ur(X, t) = Re{Areiκ(n·X−υt)},
ϕ(X, t) = Re{Beiκ(n·X−υt)},
θ(X, t) = Re{Ceiκ(n·X−υt)},

(6.2.2)

unde κ reprezint  num rul de und , n este un versor constant, A este un vector
constant complex, iar B ³i C sunt constante complexe. Presupunem c  υ este o
constant  complex  astfel încât Re(υ) > 0, Im(υ) ≤ 0. Cantitatea Re(υ) descrie
viteza undei, iar exp[κ Im(υ)t] descrie amortizarea în timp a undei.

În baza relaµiilor (6.2.1) ³i (6.2.2), vom obµine urm toarea ecuaµie caracteristic 

(c22 − υ2)2∆(υ) = 0, (6.2.3)

unde

∆(υ) =υ5 +
ikκ
c
υ4 −

[
c21 +

1

ρ0κκ2

(
ξ + ακ2 +

m2T0
c

)
+
β2T0
ρ0c

]
υ3 − ikκc21

c
υ3

−
[

ikκ
ρ0cκκ2

(
ξ + ακ2

)]
υ2 +

1

ρ0κκ2

[m2T0c
2
1

c
+
(
ξ + ακ2

)(
c21 +

T0β
2

ρ0c

)
− b2

ρ0
− 2mT0βb

ρ0c

]
υ − ikb2

ρ20κcκ
+

ikc21
ρ0κcκ

(
ξ + ακ2

)
, (6.2.4)

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ0
, c2 =

√
µ

ρ0
. (6.2.5)
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Dac  υ = υ1 = υ2 = c2, vom obµine unde transversale în forma

u(T )r = Re
{
Are

iκnsXse−iκc2t
}
, θ(T ) = 0, ϕ(T ) = 0, (6.2.6)

cu A ·n = 0. Putem remarca faptul c  undele transversale sunt neamortizate în timp
³i nu sunt in�uenµate de efectele termice ³i poroase. Mai mult, dac  alegem axa OX1

s  coincid  cu direcµia de propagare, atunci vom putea asocia componentele deplas rii
u2 ³i u3 cu undele de forfecare.

Pentru υ 6= c2, vom obµine c  soluµiile sistemului (6.2.1) satisfac

(c22 − υ2)Ar =
[
−(c21 − c22)nsAs +

ib

ρ0κ
B − iβ

ρ0κ
C
]
nr. (6.2.7)

Putem observa c  undele corespunz toare soluµiilor (6.2.1) sunt de tip longitudinal,
nu sunt separabile ³i sunt in�uenµate de efectele termice ³i poroase.

6.2.1 Simul ri numerice

Pentru cazul unui material termoelastic poros, asem n tor cristalelor de magneziu,
am rezolvat ecuaµia secular  (6.2.3), cu ajutorul programului Wolfram Mathematica,
obµinând urm toarele viteze de propagare a undelor

υ1 = 6.96086× 1010m s−1, υ2 = (6176.291− 1.0585× 10−8i)m s−1,

υ3 = −9.3589× 10−5i m s−1.
(6.2.8)

Mai mult, pentru a obµine o idee asupra comport rii vitezei corespunz toare un-
delor plane, am reprezentat gra�c, dependenµa vitezei în funcµie de parametrul de
cuplare b (vezi Figurile 6.2.1-6.2.5).

1.2 µ 10
10

1.4 µ 10
10

1.6 µ 10
10

1.8 µ 10
10

2.0 µ 10
10

-6600

-6400

-6200

-6000

1.2 µ 10
10

1.4 µ 10
10

1.6 µ 10
10

1.8 µ 10
10

2.0 µ 10
10

-1.4 µ 10
-8

-1.2 µ 10
-8

-1. µ 10
-8

-8. µ 10
-9

-6. µ 10
-9

-4. µ 10
-9

-2. µ 10
-9

Figura 6.2.1: Gra�cul funcµiei Re(υ1) pen-

tru b ∈ [1010, 2× 1010].
Figura 6.2.2: Gra�cul funcµiei Im(υ1) pen-

tru b ∈ [1010, 2× 1010].
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Figura 6.2.3: Gra�cul funcµiei Im(υ2) pen-

tru b ∈ [1010, 2× 1010].
Figura 6.2.4: Gra�cul funcµiei Re(υ3) pen-

tru b ∈ [1010, 2× 1010].
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Figura 6.2.5: Gra�cul funcµiei Im(υ3) pentru b ∈ [1010, 2× 1010].

6.3 Propagarea undelor de suprafaµ  Rayleigh

În aceast  secµiune, vom considera propagarea unei unde plane în direcµia axei OX1

având atenuarea în direcµia axei OX2, în semi-spaµiul X2 ≥ 0, alc tuit dintr-un
material termoelastic poros, izotrop ³i omogen. Presupunem c  semi-spaµiul este
liber de înc rc ri ³i c  pe suprafaµa X2 = 0, avem urm toarele condiµii

t2r(X1, 0, X3, t) = 0, H2(X1, 0, X3, t) = 0, Q2(X1, 0, X3, t) + hθ(X1, 0, X3, t) = 0,
(6.3.1)

pentru orice X1, X3 ∈ R ³i t ≥ 0, unde h este o constant  pozitiv  prescris .
Problema propag rii undelor de suprafaµ  Rayleigh pentru un mediu termoelastic

poros, izotrop ³i omogen, este alc tuit  din ecuaµiile de baz  (6.1.1), condiµiile la
limit  (6.3.1) ³i urm toarele condiµii asimptotice

lim
X2→∞

ur(X, t) = 0, lim
X2→∞

ϕ(X, t) = 0, lim
X2→∞

θ(X, t) = 0,

lim
X2→∞

trs(X, t) = 0, lim
X2→∞

Hr(X, t) = 0, lim
X2→∞

Qr(X, t) = 0,
(6.3.2)

pentru orice X1, X3 ∈ R ³i t ≥ 0.
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Pentru a rezolva problema propag rii undelor Rayleigh, vom c uta soluµii ale
sistemului diferenµial (6.2.1), în urm toarea form  [13]

uα(X, t) = Uαe
iκ(X1−υt+rX2), u3(X, t) = 0,

ϕ(X, t) = Peiκ(X1−υt+rX2),

θ(X, t) = Teiκ(X1−υt+rX2),

(6.3.3)

unde Uα, P ³i T sunt parametri complec³i constanµi, nu toµi nuli, κ este num rul de
und , υ este un parametru complex astfel încât Re(υ) > 0, Im(υ) ≤ 0, iar r este un
num r complex ce satisface Im (r) > 0.

În baza relaµiilor (6.1.1), (6.1.2) ³i (6.3.3) obµinem ecuaµia caracteristic 

(c22 − υ2 + c22r
2)(r6 + Lr4 +Mr2 +N) = 0, (6.3.4)

unde

L = 2− υ2

c21
− icυ

kκ
(1 + ε) +

1

α

(
α +

ξ

κ2
− ρ0κυ2

)
− b2

ρ0c21ακ2
,

M = − b2

ρ0c21ακ2

(
2− icυ

kκ

)
+
(

1− υ2

c21

)(
1− icυ

kκ

)
− im2T0υ

kακ3
− εicυ

kκ

+
1

α

(
α +

ξ

κ2
− ρ0κυ2

)[
2− icυ

kκ

(
1 + ε

)
− υ2

c21

]
+ 2

iT0mβbυ

ρ0c21αkκ3
,

N =
1

α

[
1− υ2

c21
+
icυ3

kκc21
− icυ

kκ

(
1 + ε

)](
α +

ξ

κ2
− ρ0κυ2

)
+2

imbβT0υ

ρ0c21kακ3
− b2

ρ0c21ακ2

(
1− icυ

kκ

)
− im2T0υ

αkκ3

(
1− υ2

c21

)
.

(6.3.5)

Vom nota cu ri, i = 1, 2, 3, 4 soluµiile ecuaµiei (6.3.5), cu Im(ri) > 0. Corespunz tor lui
ri, sunt determinate soluµiile U (i) = (U

(i)
1 , U

(i)
2 , P (i), T (i)). C ut m soluµia problemei

propag rii undelor de suprafaµ , ca o combinaµie liniar  soluµii proprii. Înlocuind
soluµia în sistemul (6.1.1) vom g si o ecuaµie secular  de gradul 9 în termenii lui

ω =
υ

ic2
. Din cele nou  soluµii ale ecuaµiei, le vom selecµiona doar pe cele care satisfac

condiµiile Re(ω) ≤ 0, Im(ω) < 0.

6.3.1 Simul ri numerice

Consider m c  semi-spaµiulX2 ≥ 0 este alc tuit dintr-um material termoelastic poros,
asem n tor cristalelor de magneziu. Pentru a evidenµia soluµia ecuaµiei seculare, vom
reprezenta gra�c F (Re(ω), Im(ω)) = |10−70Ω(ω)∆(ω)| pentru Re(ω) ∈ (−0.1, 0.0) ³i
Im(ω) ∈ (−1.0,−0.6). Se poate observa c  exist  un punct ω ≈ −0.900682i astfel
încât F (Re(ω), Im(ω)) = 0 (vezi Figurile 6.3.1-6.3.3).
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Figura 6.3.1: Gra�cul funcµiei F (Re(ω), Im(ω)) pentru Re(ω) ∈ (−0.1, 0.0) ³i Im(ω) ∈
(−1.0,−0.6).

Figura 6.3.2: Curbele de nivel pentru

funcµia F (Re(ω), Im(ω)) pentru Re(ω) ∈
(−0.1, 0.0) ³i Im(ω) ∈ (−1.0,−0.6).

Figura 6.3.3: Gra�cul funcµiei

F (Re(ω), Im(ω)), pentru Re(ω) = 0 ³i

Im(ω) ∈ (−1.0,−0.6).

A³adar, putem concluziona c  unda de suprafaµ  Rayleigh se propag  cu o ampli-
tudine³i o vitez  mai mic  faµ  de cazul izoterm. Acest lucru poate � explicat prin
faptul c  efectul termoelastic disipativ nu este su�cient de puternic.
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Capitolul 7

Propagarea undelor în medii

termovâscoelastice poroase

În acest capitol vom studia propagarea undelor de suprafaµ  Rayleigh într-un semi-
spaµiu alc tuit dintr-un material termovâscoelastic poros gradat exponenµial. Luând
în considerare efectul disipativ al modelului, vom considera cazul undelor amortizate
în timp. Vom stabili condiµia de propagare în forma unei ecuaµii algebrice de gradul
10, cu coe�cienµi complec³i. Vom studia problema propag rii undelor de suprafaµ 
pentru cazul mediilor termovâscoelastice poroase anizotrope neomogene, anizotrope
³i omogene, izotrope ³i neomogene, cât ³i pentru cazul mediilor izotrope ³i omogene.
Pentru cazul medilor izotrope ³i omogene, vom determina ecuaµia secular  atât în
form  implicit  cât ³i în form  explicit . Mai mult, sunt prezentate unele simul ri
numerice pentru a evidenµia mai bine rezultatele teoretice obµinute. Conµinutul aces-
tui capitol se bazeaz  în totalitate pe rezultatele stabilite de autor în lucrarea [4].

7.1 Propagarea undelor Rayleigh în medii termovâ-
scoelastice poroase anizotrope ³i neomogene

În aceast  secµiune, vom considera c  regiunea B este semi-spaµiul X2 ≥ 0, alc tuit
dintr-un material termovâscoelastic poros, anizotrop ³i neomogen, gradat exponenµial.
Prin urmare, presupunem c  densitatea de mas  ³i coe�cienµii constitutivi au forma [8]

Cijkl = C0
ijkle

−τX2 , Bij = B0
ije
−τX2 , Dijk = D0

ijke
−τX2 , βij = β0

ije
−τX2 , Aij = A0

ije
−τX2 ,

di = d0i e
−τX2 , ai = a0i e

−τX2 , ξ = ξ0e−τX2 , a = a0e−τX2 ,m = m0e−τX2 , kij = k0ije
−τX2 ,

fijk = f 0
ijke

−τX2 , bi = b0i e
−τX2 , aij = a0ije

−τX2 , C∗ijkl = C∗0ijkle
−τX2 , Dijk = D∗0ijke

−τX2 ,

B∗ij = B∗0ij e
−τX2 ,Mijk = M∗0

ijke
−τX2 , A∗ij = A∗0ij e

−τX2 , G∗ijk = G∗0ijke
−τX2 , P ∗ij = P ∗0ij e

−τX2 ,

d∗i = d∗0i e
−τX2 , F ∗ij = F ∗0ij e

−τX2 , ξ∗ = ξ∗0e−τX2 , R∗i = R∗0i e
−τX2 , γ∗i = γ∗0i e

−τX2 ,

iar ρ0 = %0e
−τX2 , unde τ, C0

ijkl, ..., γ
∗0
i ³i %0 sunt constante reale.
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Consider m o und  de suprafaµ  ce se propag  în direcµia axei OX1, cu atenuarea
în direcµia OX2. Presupunem c  semi-spaµiul este liber de înc rc ri, c  schimb  liber
c ldura cu regiunea X2 < 0 ³i c  pe suprafaµa X2 = 0, au loc

t2i(X1, 0, X3, t) = 0, H2(X1, 0, X3, t) = 0, Q2(X1, 0, X3, t) = 0, (7.1.1)

pentru toµi X1, X3 ∈ R, t ≥ 0. Mai mult, vom considera ³i urm toarele condiµii

lim
X2→∞

ui(X, t) = 0, lim
X2→∞

ϕ(X, t) = 0, lim
X2→∞

θ(X, t) = 0,

lim
X2→∞

{tij, hi, g, Qi}(X, t) = 0, ∀X1, X3 ∈ R, t ≥ 0.
(7.1.2)

Problema propag rii undelor de suprafaµ  Rayleigh const  în g sirea soluµiei ecu-
aµiilor de baz  (1.4.4)-(1.4.6), supuse condiµiilor la limit  (7.1.1) ³i condiµiilor asimp-
totice (7.1.2). Vom c uta soluµia U = {u1, u2, u3, ϕ, θ} a ecuaµiilor (1.4.4)-(1.4.6) în
forma U(X, t) = Veiχ(X1−υt+pX2), unde V = {U1, U2, U3,Φ, Θ} este un vector constant,
χ reprezint  num rul de und , p este un parametru complex cu Im(p) > 0, iar υ este
un parametru complex ce satisface Re(υ) > 0, Im(υ) ≤ 0.

În baza relaµiilor (1.4.4)-(1.4.8), vom obµine urm toarea ecuaµie caracteristic ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
H11 H12 H13 G1 T1
H21 H22 H23 G2 T2
H31 H32 H33 G3 T3
I1 I2 I3 K L
J1 J2 J3 M N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (7.1.3)

unde Hrs,Gj, Tj, Ii,Ji,K,L,M ³i N sunt date de relaµiile (7.1.19)-(7.1.22).
Vom nota cu pn, n = 1, 2, ..., 5, soluµiile ecuaµiei (7.1.3), cu Im(pn) > 0, iar cu

V(n) =
{
U

(n)
1 , U

(n)
2 , U

(n)
3 , Φ(n), Θ(n)

}
soluµiile proprii corespunz toare valorilor proprii

pn, n = 1, 2, ..., 5. C ut m soluµia problemei propag rii undelor de suprafaµ  în ur-

m toarea form  U(X1, X2, t) =
5∑

n=1

ϑnV(n)eiχ(X1−υt+pnX2), unde ϑ = (ϑ1, ϑ2, ϑ3, ϑ4, ϑ5)

este un vector constant nenul, ce urmeaz  a � determinat din condiµiile la limit 
(7.1.1). Înlocuind soluµia U în relaµia (7.1.1) vom obµine ecuaµia secular  în termenii
parametrului complex υ. Nu este deloc u³or s  g sim o soluµie a problemei propag rii
undelor de suprafaµ  Rayleigh. Totu³i, pentru unele materiale particulare, ecuaµia
secular  poate � rezolvat  utilizând metode numerice.

7.2 Propagarea undelor Rayleigh în medii termovâ-
scoelastice poroase izotrope ³i neomogene

În aceast  secµiune, se studiaz  propagarea undelor de suprafaµ  Rayleigh pentru
cazul unui semi-spaµiu alc tuit dintr-un material termovâscoelastic poros, izotrop ³i
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neomogen. Prin urmare, la fel ca în Secµiunea 7.1, vom presupune c 

λ = λ0e
−τX2 , µ = µ0e

−τX2 , b = b0e
−τX2 , α = α0e

−τX2 , ξ = ξ0e
−τX2 , λ∗ = λ∗0e

−τX2 ,

µ∗ = µ∗0e
−τX2 , b∗ = b∗0e

−τX2 , γ∗ = γ∗0e
−τX2 , ξ∗ = ξ∗0e

−τX2 , β = β0e
−τX2 ,m = m0e

−τX2 ,

α∗ = α∗0e
−τX2 , a = a0e

−τX2 , ζ = ζ0e
−τX2 , k = k0e

−τX2 , ρ0 = %0e
−τX2 .

Procedând la fel ca în Secµiunea 7.1, vom obµine urm toarea ecuaµie caracteristic [
µ̃p
(
p+

iτ

χ

)
+ µ̃− %0v2

]
Γ = 0, (7.2.1)

unde Γ este o funcµie complicat  ce are ca variabile p, v ³i τ .

7.3 Propagarea undelor Rayleigh în medii termovâ-
scoelastice poroase izotrope ³i omogene

În aceast  secµiune vom considera c  semi-spaµiul X2 ≥ 0 este alc tuit dintr-un
material termovâscoelastic poros, izotrop ³i omogen (vom considera τ = 0).

În acest caz, vom putea scrie ecuaµia caracteristic  (7.2.1) în forma

[µ̂(p2 + 1)− ρ0υ2]2∆(p, υ) = 0, (7.3.1)

unde

∆(p, υ) =
[(
λ̂+ 2µ̂

)
(p2 + 1)− ρ0υ2

]{(
α̂k + iχυτ ∗ζ

)
(p2 + 1)2 +

[
k
( 1

χ2
ξ̂ − ρ0κυ2

)
− iυ

χ

(
α̂c+mζ −mT0τ ∗

)]
(p2 + 1)− iυ

χ

[
c
( 1

χ2
ξ̂ − ρ0κυ2

)
+
m2T0
χ2

]}
− kb̂γ̂

χ2
(p2 + 1)2 + iχυβ

[
γ̂ζ − T0(̂bτ ∗ + βα̂)

]
(p2 + 1)2 +

iυ

χ3

[
βmT0(̂b+ γ̂)

+ b̂γ̂c− β2T0(ξ̂ − ρ0κχ2υ2)
]
(p2 + 1).

Vom nota cu pi, i = 1, 2, ...5 soluµiile ecuaµiei (7.3.1), cu partea imaginar  pozitiv .
La fel ca în Secµiunea 7.1, vom scrie soluµia ca o combinaµie liniar  de soluµii proprii,
iar înlocuind-o în condiµiile la limit  (7.1.1), vom obµine urm toarea ecuaµie secular 

T
(3)
23 [(T

(2)
22 T

(1)
21 − T

(2)
21 T

(1)
22 )Γ45 + (T

(2)
21 T

(4)
22 − T

(2)
22 T

(4)
21 )Γ15 + (T

(2)
22 T

(5)
21 − T

(2)
21 T

(5)
22 )Γ14] = 0,

(7.3.2)

unde

Γ45 = h
(4)
2 q

(5)
2 − h

(5)
2 q

(4)
2 ,

Γ15 = h
(1)
2 q

(5)
2 − h

(5)
2 q

(1)
2 , (7.3.3)

Γ14 = h
(1)
2 q

(4)
2 − h

(4)
2 q

(1)
2 .
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7.3.1 Simul ri numerice

Consider m c  semi-spaµiul X2 ≥ 0 este alc tuit dintr-un material termoelastic poros,
asem n tor cuprului. Cu ajutorul programului Wofram Mathematica, vom rezolva
gra�c ecuaµia secular  (7.3.2). Pentru a evidenµia soluµia a³teptat , vom introduce
urm toarea funcµie

F (Re(w), Im(w)) = |F(w)× 10−70|, (7.3.4)
unde

F(w) = T
(3)
23

[(
T

(2)
22 T

(1)
21 − T

(2)
21 T

(1)
22

)
Γ45+

(
T

(2)
21 T

(4)
22 − T

(2)
22 T

(4)
21

)
Γ15

+
(
T

(2)
22 T

(5)
21 − T

(2)
21 T

(5)
22

)
Γ14

]
, (7.3.5)

³i o vom reprezenta gra�c, pentru Re(w) ∈ (−500.0,−2000.0) ³i Im(w) ∈ (0.0,−1500.0).

Figura 7.3.1: Gra�cul funcµiei F (Re(w), Im(w)) pentru Re(w) ∈ (−500.0,−2000.0)
³i Im(w) ∈ (0.0,−1500.0).

Figura 7.3.2: Gra�cul funcµiei F (Re(w), Im(w)) pentru Re(w) ∈ (−500.0,−2000.0) ³i

Im(w) ∈ (0.0,−1500.0).
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Figura 7.3.3: Gra�cul funcµiei F (Re(w), Im(w)) pentru Re(w) ∈ (−500.0,−2000.0) ³i

Im(w) = −0.1.

Se poate observa c  exist  un punct w ≈ −1100 pentru care are loc relaµia (7.3.2).
Putem concluziona c  undele Rayleigh se propag  cu o amplitudine ³i cu o vitez  mai
mic  decât în cazul izoterm (vezi Figurile 7.3.1- 7.3.3). Acest lucru poate � explicat
³i prin faptul c  disiparea din partea termoelastic  nu este su�cient de puternic .

De asemenea, pentru a evidenµia punctul obµinut, am reprezentat în Figura 7.3.4,
gra�cul funcµiei F (Re(w), Im(w))2 pentru Re(w) ∈ (−500.0,−1500.0) ³i Im(w) ∈
(0.0,−500.0).

Figura 7.3.4: Gra�cul funcµiei F (Re(w), Im(w))2 pentru Re (w) ∈ (−500.0,−1500.0) ³i

Im(w) ∈ (0.0,−500.0).
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