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drumării acestei cercetări. Sub coordonarea dumnealui am fost introdusă pentru
prima dată în domeniul dinamicii populat,iilor, iar prin îndrumarea sa am dobân-
dit metodele s, i instrumentele necesare pentru a aborda în mod riguros fenomenele
biologice, în vederea predict,iei evolut,iei în timp a speciilor aflate în interact,iune.
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acestea reflectă în mod fidel procesele biologice naturale.
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Prezentare generală

Această teză este dedicată studiului modelelor pradă–prădător cu efecte sezoniere
s, i mecanisme de control, cu un accent deosebit asupra eradicării uneia dintre cele
două populat,ii din sistemul analizat. Lucrarea este organizată în cinci capitole
principale:

Capitolul 1 introduce cadrul matematic al tezei s, i prezintă principalele modele
pradă–prădător considerate pe parcursul acestei lucrări. Se formulează sisteme
de tip react,ie-difuzie cu termeni de react,ie atât locali, cât s, i nelocali, s, i se discută
relevant,a acestora în dinamica populat,iilor. Reamintim apoi mai multe rezultate
cunoscute privind eradicarea pentru modele cu coeficient,i independent,i de timp.
În final, formulăm o clasă de noi probleme de eradicare care apar în prezent,a unor
rate periodice în timp, oferind astfel cadrul pentru analiza dezvoltată în Capitolele
2 s, i 3.

Capitolul 2 este organizat după cum urmează. Sect,iunea 2.1 prezintă for-
mularea problemei, incluzând sistemul de ecuat,ii cu derivate part,iale studiat s, i
important,a sa. Sect,iunea 2.2 este dedicată studiului proprietăt,ilor fundamentale
ale solut,iilor slabe ale sistemului pradă–prădător în absent,a controlului (adică,
atunci când u ≡ 0). În Sect,iunea 2.3, deducem atât condit,ii necesare, cât s, i sufi-
ciente pentru eradicarea populat,iei de prădători sub act,iunea unor controale ge-
nerale aplicate prădătorilor pe un subdomeniu ω̄ al întregului habitat Ω.

Capitolul 3 continuă cu Sect,iunea 3.1, care tratează eradicarea prădătorilor
în cazul unui control de tip recoltare aplicat direct populat,iei de prădători. În
Sect,iunea 3.2, investigăm eradicarea prădătorilor atunci când un control de tip re-
coltare este aplicat populat,iei pradă, ceea ce conduce la o strategie de control indi-
rect. Arătăm apoi că toate aceste probleme de eradicare sunt strâns legate de sem-
nul autovalorii principale corespunzătoare unor operatori parabolici cu coeficient,i
periodici în timp.

Capitolul 4 este dedicat eradicării unei populat,ii dăunătoare prin strategii de
control biologic într-un mediu sezonier. Sect,iunea 4.1 introduce sistemul de react,ie-
difuzie care modelează dinamica spat,ială a populat,iilor de pradă s, i prădător. În
Sect,iunea 4.2, deducem o condit,ie suficientă pentru eradicarea populat,iei dăună-
toare h prin intermediul unui bio-control de tip infuzie adăugat populat,iei de pră-
dători într-un subdomeniu ω̄. Sect,iunea 4.3 stabiles, te o condit,ie necesară pentru
eradicare. Ca s, i în capitolul precedent, se arată că aceste probleme de eradicare
sunt strâns legate de semnul autovalorii principale corespunzătoare unor opera-
tori parabolici cu coeficient,i periodici în timp.

Capitolul 4.3 prezintă posibile direct,ii viitoare de cercetare, care includ con-
trolul regional al populat,iei invazive prin optimizarea formei s, i amplasării regiu-
nii de control, rezultate de eradicare în ipoteze mai slabe de regularitate asupra
coeficient,ilor, precum s, i extensii ale modelului prin incorporarea unor răspunsuri
funct,ionale de tip Holling II s, i III.

În final, Anexa reunes, te mai multe definit,ii, rezultate tehnice s, i materiale auxi-
liare utilizate pe parcursul tezei. Pentru a păstra claritatea expunerii, aceste rezul-
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tate sunt prezentate separat s, i includ demonstrat,ii pentru argumente de monoto-
nie, precum s, i rezultate de convergent,ă pentru autovalori.

Rezultatele prezentate în această lucrare constituie contribut,ii originale la teo-
ria ecuat,iilor diferent,iale s, i a sistemelor dinamice, cu aplicat,ii în dinamica populat,iilor
s, i în modelele pradă-prădător.

Rezultatele originale sunt următoarele:
În Capitolul 2:

• Lema 2.5 stabiles, te existent,a, unicitatea s, i anumite proprietăt,i ale solut,iei
slabe pentru sistemul pradă-prădător analizat.

• Teorema 2.6 furnizează o condit,ie necesară pentru eradicarea prădătorului,
în timp ce Teorema 2.7 oferă o condit,ie suficientă pentru realizarea eradicării
atunci când este implementat un control de tip impuls.

În Capitolul 3:

• Pentru controlul de tip recoltare, Teorema 3.1 furnizează condit,ia suficientă,
iar Teorema 3.2 furnizează condit,ia necesară pentru eradicare. În toate cazu-
rile, aceste condit,ii sunt caracterizate prin semnul unei autovalori principale
asociate unei probleme de autovalori adecvate.

• Atunci când suntem interesat,i de eradicarea populat,iei de prădători în mod
indirect, prin act,iuni asupra prăzii, obt,inem condit,ii suficiente pentru eradi-
care, date de Teorema 3.3 s, i Teorema 3.5.

În Capitolul 4:

• Teorema 4.3 oferă o condit,ie suficientă, iar Teorema 4.4 oferă o condit,ie ne-
cesară pentru eradicarea unei populat,ii de dăunători prin intermediul unui
prădător, facând apel, din nou, la semnul autovalorii principale adecvate.

Rezultatele acestei cercetări au fost publicate în reviste de prestigiu:

1. Sebastian Anit,a, Teodora Baciu, Vincenzo Capasso, Eradicating an alien preda-
tor population in a seasonal environment, Mathematical Methods in the Applied
Sciences (IF: 1.8, RIS: 0.913), 48 (8) (2025), 9126-9139, https://onlinelib rary.-
wiley.com/doi/10.1002/mma.10785.

Această lucrare a fost citată de: João Carlos Barreira, Maicon Sonego, Enri-
que Zuazua, Boundary and Interior Control in a Diffusive Lotka-Volterra Model,
Journal of Differential Equations, 466 (2026), https://www.sciencedirect.com-
/science/article/pii/S0022039626001646.

2. Teodora Baciu, Eradicating a pest population via a predator in a seasonal environ-
ment, Discrete and Continuous Dynamical Systems, Series B (IF: 1.3, RIS:
1.066), 33 (2026), 92-109, https://www.aimsciences.org//article/doi/10.393
4/dcdsb.2025145.
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Câteva dintre aceste rezultate au fost diseminate în cadrul următoarelor conferint,e:

1. International Scientific Conference “Mathematics & IT: Research and Edu-
cation” (MITRE), Edit,ia a X-a, 26 - 29 Iunie, 2025, Chis, inău, Republica Mol-
dova, https://mitre.usm.md/.

Titlul Prezentării: Predicting predator extinction in space and time.

2. International Conference on Mathematical Methods and Models in Biosci-
ences and a School for Young Scientists (BIOMATH), 15 - 20 Iunie, 2025,
Sofia, Bulgaria, https://www.biomath.bg/2025/.

Titlul Prezentării: Stabilization of a prey-predator system via targeted control in
space and across populations.

3. Workshop for Young Researchers in Mathematics (WYRM), Edit,ia a XIV-a,
15 - 16 Mai, 2025, Ias, i, România, https://fmi.univ-ovidius.ro/en/cercetare/
wyrm2025/.

Titlul Prezentării: Control strategies for the stabilization of a predator population
in a reaction-diffusion system.

4. Sesiunea de Comunicări S, tiint,ifice, în cadrul evenimentului Zilele Universităt,ii
“Alexandru Ioan Cuza”, organizată de Universitatea “Alexandru Ioan Cuza”
din Ias, i, 25 Octombrie, 2024, Ias, i, România, https://www.math.uaic.ro/ con-
tinut/ download/download.php

Titlul Prezentării: Conditions for the stabilization of reaction-diffusion systems.

5. Sesiunea de Comunicări S, tiint,ifice Student,es, ti, Matematică, organizată de
Universitatea “Babes, Bolyai” Departmentul de Matematică, Cluj, 25 Mai,
2024, https://math.ubbcluj.ro/cssm/2024/index.html

Titlul Prezentării: Conditions for the eradicability of an alien population by regio-
nal controls in a reaction-diffusion system.
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1 Introducere

Studiul dinamicii populat,iilor constituie de mult timp o temă centrală în matema-
tica aplicată, iar sistemele pradă-răpitor reprezintă unul dintre cele mai naturale s, i
mai studiate cadre pentru modelarea interact,iunii dintre două specii. Atunci când
se t,ine cont de eterogenitatea spat,ială, difuzie s, i variabilitatea sezonieră, aceste
sisteme conduc la ecuat,ii de react,ie-difuzie cu coeficient,i periodici în timp, a căror
analiză matematică necesită instrumente din teoria ecuat,iilor cu derivate part,iale.
Teza prezentă contribuie la acest domeniu prin dezvoltarea unui cadru matematic
riguros pentru analiza fenomenelor de eradicare în sisteme de tip pradă-răpitor se-
zoniere, cu strategii de control localizate spat,ial într-un subdomeniu ω ⊂ Ω, unde
Ω este habitatul celor două populat,ii.

Cadrul matematic general s, i modelele abordate

Punctul de plecare îl constituie sistemul pradă-răpitor clasic Lotka-Volterra,
extins pentru a include eterogenitatea spat,ială, difuzia s, i interact,iunile nelocale,
ceea ce conduce la sisteme de react,ie-difuzie definite pe un domeniu mărginit Ω ⊂
R2 (sau R3) cu condit,ii la frontieră Neumann omogene.

Sistemul principal, analizat în Capitolele 2 s, i 3 ale tezei, are forma

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t) dx′, (x, t) ∈ Ω× (0,∞) ,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0 p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t) dx′, (x, t) ∈ Ω× (0,∞) ,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞) ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.
(1.1)

Aici h (x, t) s, i p (x, t) desemnează densităt,ile populat,iei pradă s, i, respectiv, pră-
dătoare, r (x, t) este rata de cres, tere intrinsecă periodică a prăzii, a (x, t) este rata
naturală de descres, tere a populat,iei prădătoare, d1, d2 > 0 sunt coeficient,i de di-
fuzie, iar nucleul k(x, x′) descrie caracterul nelocal al predării s, i anume modul în
care un prădător aflat în locat,ia x′ capturează pradă în locat,ia x s, i se întoarce la
locat,ia sa init,ială. În acest context obiectivul este eradicarea populat,iei dăună-
toare de prădători p s, i conservarea populat,iei pradă h.

Un al doilea sistem, analizat în Capitolul 4 al tezei, inversează obiectivul de
eradicare: prada h reprezintă acum o populat,ie parazită care urmează a fi eli-
minată prin introducerea unei specii de prădători p, ce act,ionează ca agent de



1. Introducere

control biologic. Sistemul analizat are următoarea formă:

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Ω× (0,∞) ,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t)− g̃(x, t)p(x, t)2 + d2∆p(x, t)

+c0h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Ω× (0,∞) ,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞) ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.
(1.2)

Aici ecuat,ia prădătorului cont,ine un termen logistic suplimentar g̃ (x, t) p (x, t)2

s, i un răspuns funct,ional nelocal diferit, dat de c0 h(x, t)
∫
Ω k(x, x′)p(x′, t) dx′, care

reflectă ipoteza că prădătorii nu se întorc la locat,ia init,ială după capturarea prăzii,
ci rămân în regiunea ocupată anterior de aceasta.

În ambele configurat,ii, problema de eradicare este formulată ca zero-stabilizarea
populat,iei t,intă în L∞ (Ω), pentru t → ∞.

Strategii de control

Atunci când ne interesează eradicarea (sau zero-stabilizarea) unei populat,ii de
prădători sau dăunători printr-un control regional u, forma sistemului controlat se
modifică în funct,ie de metoda de control aplicată.

O primă strategie constă aplicarea unui control direct de tip recoltare, care
act,ionează exclusiv asupra populat,iei prădătoare p. Astfel, introducând u (x, t) :=
−γΨ(x)1ω (x) p (x, t) în a doua ecuat,ie din (1.1), obt,inem:

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+ c0 p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t) dx′ − γΨ(x)1ω (x) p (x, t) , (1.3)

pentru (x, t) ∈ Ω× (0,∞). Aici 1ω desemnează funct,ia caracteristică a regiunii de
control ω, iar Ψ reprezintă eficient,a de recoltare, care variaziă în funct,ie de dome-
niul de act,iune al controlului. Teorema 3.1 stabiles, te că pozitivitatea autovalorii
principale λγ

1 , a problemei de autovalori parabolice asociate, este suficientă pentru
eradicare, iar Teorema 3.2 furnizează condit,ia necesară corespunzătoare.

Un alt tip de intervent,ie este dat de controlul impulsiv, care modelează o eli-
minare locală instantanee a indivizilor prădători. Astfel, introducând u (x, t) :=
−p0(x)1ω (x) δ0 (t) + u1(x, t) în a doua ecuat,ie din (1.1), obt,inem:

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

8



1. Introducere

+ c0 p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t) dx′ − p0(x)1ω (x) δ0 (t) + u1(x, t), (1.4)

unde δ0(t) este funct,ia Dirac, iar u1(·, t) ∈ (H1(Ω))∗ este o funct,ională liniară
definită corespunzător. O condit,ie necesară pentru eradicarea prădătorilor este
obt,inută în Teorema 2.6, iar Teorema 2.7 furnizează o condit,ie suficientă.

Alternativ, putem utiliza un control indirect de tip recoltare, us, or de imple-
mentat, care act,ionează asupra prăzii h, pentru a eradica populat,ia de prădători
p. Astfel, introducând u (x, t) := −γΨ(x)1ω (x)h (x, t) în prima ecuat,ie din (1.1),
obt,inem:

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

− h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t) dx′ − γΨ(x)1ω (x)h (x, t) , (1.5)

pentru (x, t) ∈ Ω × (0,∞). Aceasta este o strategie de control indirectă deoarece,
prin suprimarea populat,iei pradă în ω, prădătorii sunt privat,i de hrană s, i sunt
condus, i spre extinct,ie, dar fără a se compromite viabilitatea populat,iei pradă.
Condit,ii suficiente pentru eradicarea prădătorilor în acest context indirect sunt
obt,inute în Teoremele 3.3 s, i 3.5.

În sfârs, it, dacă lucrăm cu un control direct de tip infuzie, care act,ionează ex-
clusiv asupra prădătorilor p, pentru eradicarea populat,iei parazite h, s, i introdu-
cem controlul u (x, t) := +γΨ(x) p (x, t) în a doua ecuat,ie din (1.2), atunci obt,inem:

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t)− g̃(x, t)p(x, t)2 + d2∆p(x, t)

+ c0 p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t) dx′ + γΨ(x) p (x, t) , (1.6)

pentru (x, t) ∈ Ω × (0,∞) . Aici γ cuantifică efortul de infuzie, iar Ψ reflectă
eficient,a acestui efort. Teorema 4.3 stabiles, te o condit,ie suficientă pentru eradica-
rea dăunătorului, iar Teorema 4.4 furnizează condit,ia necesară corespunzătoare.
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2 Stabilizarea la zero a unei populaţii invazive de prădători
într-un mediu sezonier: control direct

2.1 Formularea problemei

Scopul acestui capitol este de a extinde analiza realizată în [11] s, i se axează pe
eradicarea unei populat,ii de dăunători ce funct,ionează ca prădător al unei specii
pradă. Considerăm un sistem pradă-prădător a cărui dinamică este descrisă de
următorul sistem de react,ie-difuzie cu termeni de react,ie nelocali



∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2

+d1∆h(x, t)− h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0 p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω .

(2.1)

Aici Ω ⊂ RN este un domeniu mărginit (unde N ∈ {2, 3}), cu frontiera ∂Ω netedă
(de clasă C∞); Q = Ω× (0,∞); Σ = ∂Ω× (0,∞).

Termenii h(x, t) s, i p(x, t) desemnează densităt,ile populat,iilor pradă, respec-
tiv prădătoare, într-un punct x s, i la momentul t. De asemenea, h0(x) s, i p0(x) de-
semnează densităt,ile init,iale ale populat,iilor pradă, respectiv prădătoare, într-un
punct x ∈ Ω.

Operatorul Laplace modelează dispersia aleatoare a celor două populat,ii în
habitatul lor Ω. Condit,iile omogene la frontieră, de tip Neumann, exprimă fap-
tul că presupunem absent,a oricărui flux al populat,iilor prin frontiera habitatului.
Coeficient,ii de difuzie, d1 s, i d2, sunt considerat,i constante pozitive. Astfel:

• r(x, t) desemnează rata naturală de cres, tere a populat,iei pradă;

• a(x, t) desemnează rata naturală de descres, tere a populat,iei prădătoare (care
corespunde cazului prădătorilor specializat,i, atunci când a este pozitivă peste
tot);

• g(x, t) desemnează coeficientul termenului logistic (gh2) pentru populat,ia
pradă;

• k(x, x′) desemnează rata de capturare a unei prăzi aflate în locat,ia x de către
un prădător aflat în locat,ia x′.



2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

Ca o primă generalizare, parametrii sunt acum considerat,i dependent,i de timp,
periodici, cu o perioadă T de un an. Spunem că o funct,ie q este periodică, de
perioadă T > 0 (sau T−periodică), dacă q (x, t) = q (x, t+ T ), pentru orice (x, t) ∈
Q.

O modificare suplimentară fat,ă de problema tratată în [11] prives, te operato-
rul nelocal care descrie prădarea: în [11] prădătorii urmăresc prada (prădătorii se
deplasează dintr-o locat,ie x′ pentru a captura o pradă aflată în locat,ia x s, i nu se în-
torc în locat,ia lor init,ială); aici prădătorii aflat,i init,ial în locat,ia x′, după capturarea
indivizilor din locat,ia x, se întorc în locul din care au plecat. Acesta este motivul
pentru care modelul se inspiră dintr-un fenomen natural, precum o populat,ie de
carnivore care vânează ierbivore. Carnivorele tind să se deplaseze pentru a vâna
într-o anumită zonă, dar apoi se întorc în locat,ia lor init,ială, deoarece îs, i lasă puii
în urmă (a se vedea operatorul integral care descrie prădarea în (2.1)). Populat,ia
pradă capturată este transformată în biomasă printr-o rată de conversie c0 > 0.

Observăm că h(x, t)
∫
Ω k(x, x′)p(x′, t)dx′ reprezintă densitatea populat,iei pradă

capturată în locat,ia x la momentul t; aceasta poate fi scrisă sub forma hB (p).
Răspunsul funct,ional la prădare, dat de c0p(x, t)

∫
Ω k(x′, x)h(x′, t)dx′, reprezintă

cres, terea populat,iei de prădători datorată prădării; aceasta poate fi scrisă sub forma
c0pB

∗ (h) , unde B este un operator liniar s, i mărginit într-un spat,iu funct,ional
adecvat (care este L2(Ω)); acesta nu este autoadjunct (B∗ desemnează adjunctul
său).

Obiectivul nostru este de a investiga posibilitatea de a eradica (stabiliza la
zero) populat,ia de prădători printr-un control u care act,ionează direct asupra
populat,iei de prădători p. Vom arăta că eradicarea populat,iei de prădători este
legată de semnul autovalorii principale a unei anumite probleme parabolice peri-
odice în timp.

Sistemul controlat poate fi scris sub forma



∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2

+d1∆h(x, t)− h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t)dx′ + u(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω

(2.2)

iar eradicarea populat,iei de prădători prin controlul u înseamnă că

p(·, t) → 0, în L∞(Ω), pentru t → ∞,
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2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

unde (h, p) este solut,ia lui (2.2). Observăm că aceasta este o problemă de zero-
stabilizabilitate cu restrict,ii asupra stării, deoarece h(x, t), p(x, t) sunt densităt,i ale
populat,iilor, deci trebuie să fie nenegative.

Există în literatura matematică mai multe rezultate privind stabilizabilitatea
sistemelor de tip react,ie-difuzie cu restrict,ii asupra stării; a se vedea, de exemplu,
[13], [11] s, i referint,ele cont,inute acolo. După cunos, tint,ele noastre, toată literatura
citată tratează rate (coeficient,i) independente de timp sau independente de spat,iu.
Deoarece dinamica sistemelor pradă-prădător este supusă în mod natural unei
dependent,e sezoniere (prin ratele r, g, a), este o motivat,ie bună pentru a impune
ca aceste rate să fie periodice în timp (s, i dependente de spat,iu).

O particularitate a abordării noastre constă în analiza eradicării populat,iei de
prădători prin act,iunea într-o submult,ime (posibil) mică ω̄ a întregului habitat Ω
(astfel încât costurile de implementare a controlului să fie mici). Aici ω este o
mult,ime deschisă, cu frontieră de clasă C∞, astfel încât ω ⊂⊂ Ω s, i Ω \ ω̄ este un
domeniu.

În cele ce urmează vom lucra cu următoarele ipoteze:

(A1) r, g, a ∈ C1(Q̄), T ∈ (0,∞),

r(x, t+ T ) = r(x, t), g(x, t+ T ) = g(x, t), a(x, t+ T ) = a(x, t), (2.3)

pentru orice (x, t) ∈ Q̄.

Există r0 ∈ C([0,∞)), r0(t+ T ) = r0(t), pentru orice t ≥ 0 astfel încât

r(x, t) ≥ r0(t), pentru orice (x, t) ∈ Q̄ s, i
∫ T

0
r0(t)dt > 0 (2.4)

(această ultimă ipoteză asupra lui r0 implică faptul că populat,ia pradă per-
sistă în absent,a prădătorilor).

Există o constantă ρ0 ∈ (0,∞) astfel încât

g(x, t) ≥ ρ0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄, (2.5)

ceea ce înseamnă că avem un termen logistic nenul în orice moment. Acesta
poate fi foarte mic, dar este nenul, adică există competit,ie între indivizii
populat,iei h în orice moment. Astfel, orice număr mic de indivizi care in-
teract,ionează între ei, concurează totus, i pentru resurse;

(A2) k ∈ C1(Ω̄× Ω̄), k(x, x′) ≥ 0, pentru orice (x, x′) ∈ Ω× Ω, c0 ∈ (0,∞);

(A3) h0, p0 ∈ L∞(Ω) s, i h0(x), p0(x) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω;

Dacă privim p ca densitatea unei populat,ii dăunătoare străine, atunci ne inte-
resează să s, tim dacă există un control u ce act,ionează în ω̄ (într-un anumit spat,iu
funct,ional) astfel încât solut,ia (într-un anumit sens) (hu, pu) a lui (2.2) sau a lui (2.1)
(modificat ulterior fie ca în (1.3), fie ca în (1.5)) să satisfacă hu(x, t), pu(x, t) ≥ 0,
pentru orice x ∈ Ω s, i t ≥ 0, s, i limt→∞ pu(·, t) = 0, într-un spat,iu funct,ional adec-
vat.

13



2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

Definit,ia 2.1 Populat,ia de prădători este eradicabilă (zero-stabilizabilă), dacă pentru orice
h0, p0 ce satisfac (A3), există un control u, ce act,ionează în ω̄, astfel încât

hu(x, t), pu(x, t) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ 0, (2.6)

s, i
lim
t→∞

pu(·, t) = 0 în L∞(Ω). (2.7)

2.2 Proprietăt,i fundamentale ale solut,iei slabe pentru un sistem general
pradă-prădător

Vom arăta în această sect,iune că, în ipoteze mai generale asupra ratelor, există o
unică solut,ie slabă a lui (2.1) cu componente nenegative s, i local esent,ial mărginite
în Q̄.

Pentru început, să considerăm următorul sistem de tip react,ie-difuzie

∂w1

∂t
(x, t) = d1∆w1(x, t) + L11(x, t)w1(x, t) + L12(x, t)w2(x, t)

+f1(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂w2

∂t
(x, t) = d2∆w2(x, t) + L21(x, t)w1(x, t) + L22(x, t)w2(x, t)

+f2(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂w1

∂n
(x, t) =

∂w2

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

w1(x, 0) = w01(x), w2(x, 0) = w02(x), x ∈ Ω .
(2.8)

Definit,ia 2.2 Fie d, T̃ ∈ (0,∞) , α ∈ L∞(Ω× (0, T̃ )), f ∈ L2
(
0, T̃ ; (H1 (Ω))∗

)
s, i date

init,iale y0 ∈ L2 (Ω). Să reamintim că o solut,ie slabă pentru problema
∂y

∂t
(x, t) = α (x, t) y (x, t) + d∆y(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω×

(
0, T̃

)
,

∂y

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω×

(
0, T̃

)
,

y(x, 0) = y0(x), x ∈ Ω,

(2.9)

este o funct,ie y care satisface

(i) y ∈ L2
(
0, T̃ ;H1 (Ω)

)⋂
C
(
[0, T̃ ];L2 (Ω)

)⋂
W 1,2

(
0, T̃ ; (H1 (Ω))∗

)
;

(ii)

〈
dy

dt
(t) , v

〉
=

∫
Ω
α (x, t) y (x, t) v (x) dx−d

∫
Ω
∇y (x, t)·∇v (x) dx+⟨f (t) , v⟩ ,

a.p.t. t ∈
(
0, T̃

)
s, i pentru orice v ∈ H1 (Ω) (aici ⟨·, ·⟩ reprezintă asocierea dintre

(H1 (Ω))∗ s, i H1 (Ω));
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2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

(iii) y (x, 0) = y0 (x), a.p.t. x ∈ Ω.

Remarca 2.3 Din [27, Théorème X.9, J. L. Lions] obt,inem că, pentru orice funct,ie
α ∈ L∞(Ω × (0, T̃ )), f ∈ L2

(
0, T̃ ; (H1 (Ω))∗

)
s, i dată init,ială y0 ∈ L2 (Ω), problema

(2.9) admite o unică solut,ie slabă y.
Mai mult, dacă y0 ∈ L2 (Ω) s, i f ∈ L2

(
0, T̃ ;L2 (Ω)

)
, atunci solut,ia slabă y satis-

face, în plus (a se vedea [18]), că

(j) y ∈ AC
(
(0, T̃ ];L2(Ω)

)⋂
L2
loc

(
(0, T̃ ];H2(Ω)

)
;

(jj)
∂y

∂t
(x, t) = α (x, t) y (x, t) + d∆y(x, t) + f(x, t), a.p.t. (x, t) ∈ Ω×

(
0, T̃

)
;

(jjj)
∂y

∂n
(x, t) = 0, a.p.t. (x, t) ∈ ∂Ω×

(
0, T̃

)
.

Dacă y este o solut,ie slabă a lui (2.9) pentru orice T̃ ∈ (0,∞), atunci spunem că
y este o solut,ie slabă a lui (2.9) pentru T̃ := ∞.

Dacă se consideră alte condit,ii la frontieră omogene, atunci se poate defini în
mod analog o not,iune de solut,ie slabă. Sistemul (2.8) este format dintr-o pereche
de ecuat,ii parabolice liniare precum (2.9) (unde d := d1, α = 0, f := L11w1 +
L12w2 + f1, y0 := w01 s, i d := d2, f := L21w1 + L22w2 + f2, y0 := w02, respectiv) s, i
astfel o solut,ie slabă (w1, w2) a lui (2.8) este o pereche de două solut,ii slabe pentru
două ecuat,ii parabolice, pentru orice T̃ > 0, respectiv.

Rezultatul următor se bazează pe [46, Theorem 10.11].

Lema 2.4 Fie w01, w02 ∈ L2(Ω), Lij ∈ L∞
loc(Ω̄× [0,∞)), fi ∈ L2

loc(Ω̄× [0,∞)), pentru
i, j ∈ {1, 2}, ce satisfac

w01(x), w02(x) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω, L12(x, t), L21(x, t) ≥ 0, a.p.t. (x, t) ∈ Q

s, i
f1(x, t), f2(x, t) ≥ 0, a.p.t. (x, t) ∈ Q.

Atunci există o unică solut,ie slabă (w1, w2) a lui (2.8) cu ambele componente nenegative.

În plus, pentru i = 1, 2,

(j)’ wi ∈ AC((0,∞);L2(Ω))
⋂
L2
loc((0,∞);H2(Ω));

(jj)’
∂wi

∂t
(x, t) = di∆wi(x, t) + Li1(x, t)w1(x, t) + Li2(x, t)w2(x, t) + fi(x, t), a.p.t.

(x, t) ∈ Q;

(jjj)’
∂wi

∂n
(x, t) = 0, a.p.t. (x, t) ∈ Σ.
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2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

Să revenim la proprietăt,ile fundamentale ale solut,iei slabe a sistemului pradă-
prădător (2.1) (modificat fie ca în (3.1), fie ca în (3.2)).

Putem privi un astfel de sistem ca o pereche de două ecuat,ii parabolice precum
cele din (2.9) (unde d, f, y0 sunt alese în mod convenabil). As, adar, o solut,ie slabă
a unei astfel de probleme este o pereche de două solut,ii slabe pentru ecuat,iile
parabolice corespunzătoare.

În mod analog, o solut,ie slabă a lui (2.1) poate fi definită corespunzător unui
interval de timp finit [0, T̃ ] s, i lui QT̃ s, i ΣT̃ , în locul lui Q s, i Σ.

Lema următoare stabiles, te existent,a s, i unicitatea unei solut,ii slabe cu compo-
nente nenegative s, i local esent,ial mărginite în Q̄ pentru sistemul (2.1), în ipoteze
mai put,in restrictive asupra datelor de intrare (în locul lui (A1) s, i (A2))

(A1)’ r, g, a ∈ L∞
loc(Q̄),

g(x, t) ≥ ρ0 > 0, a.p.t. (x, t) ∈ Q;

(A2)’ k ∈ L∞(Ω× Ω), k(x, x′) ≥ 0, a.p.t. (x, x′) ∈ Ω× Ω.

Lema 2.5 Dacă (A1)′, (A2)′, (A3) au loc, atunci sistemul (2.1) admite o unică solut,ie
slabă (h, p), cu ambele componente nenegative s, i local esent,ial mărginite în Q̄ (adică
h(x, t), p(x, t) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ 0, s, i h, p ∈ L∞

loc(Q̄)).
În plus

(j)” h, p ∈ AC((0,∞);L2(Ω))
⋂
L2
loc((0,∞);H2(Ω));

(jj)”



∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t) dx′, a.p.t. (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t) dx′, a.p.t. (x, t) ∈ Q,

(jjj)”
∂h

∂n
(x, t) = 0,

∂p

∂n
(x, t) = 0, a.p.t. (x, t) ∈ Σ.

2.3 Eradicarea prădătorilor în cazul unui control cu act,iune directă

Revenim la cazul ipotezelor (A1) - (A3). În această sect,iune, investigăm eradicarea
populat,iei de prădători în condit,ii specifice. Pentru a realiza acest lucru, ne bazăm
pe Teorema 5.5. Totus, i, acest rezultat se aplică numai ecuat,iilor cu coeficient,i peri-
odici, ceea ce nu este cazul coeficientului din termenul de react,ie din ecuat,ia (2.1)
satisfăcută de p. Pentru a depăs, i această limitare vom utiliza comparat,ii adecvate
pentru h s, i p.
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2. Controlul direct al unei populaţii invazive de prădători

Fie u un control astfel încât (2.2) admite o unică solut,ie slabă (h, p) cu compo-
nente nenegative s, i local esent,ial mărginite în Q̄.

Fie h̄ solut,ia slabă nenegativă s, i local esent,ial mărginită în Q̄ a următoarei
ecuat,ii parabolice

∂h̄

∂t
(x, t) = r(x, t)h̄(x, t)− g(x, t)h̄(x, t)2 + d1∆h̄(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂h̄

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h̄ (x, 0) = h̄0 (x) , x ∈ Ω,

(2.10)

unde h̄0 ∈ C2(Ω̄), h̄0(x) ≥ 0, pentru orice x ∈ Ω, h̄0 nu este identic 0 s, i ∂h̄0
∂n (x) = 0

pentru orice x ∈ ∂Ω.
Obt,inem existent,a s, i unicitatea solut,iei slabe pentru (2.10), cu componente ne-

negative s, i local esent,ial mărginite în Q̄, prin Lema 2.5. Observăm că h̄ este o
solut,ie slabă în sensul Definit,iei 2.2, s, i satisface de asemenea condit,iile mai tari
ment,ionate în Remarca 2.3. Aplicând Propozit,ia 5.4 problemei (2.10), obt,inem că
h̄ este o solut,ie global regulată, ceea ce înseamnă că

h̄ ∈ C(Ω̄× [0,∞))
⋂
C

2+η,1+ η
2

loc (Ω̄× (0,∞)), cu η ∈ (0, 1) (2.11)

s, i satisface, de asemenea, (2.10).

Observăm că, dacă considerăm h̄(x, 0)
def
== ∥h0∥L∞(Ω̄), atunci, utilizând princi-

piul de comparat,ie, rezultă că

0 ≤ h (x, t) ≤ h̄ (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω̄ s, i pentru orice t > 0. (2.12)

Aplicând (i3) din Teorema 5.6 problemei (2.10) obt,inem existent,a unei unice solut,ii
global regulate, netriviale, pozitive, T−periodice, h∗ pentru

∂h∗

∂t
(x, t) = r(x, t)h∗(x, t)− g(x, t)h∗(x, t)2 + d1∆h∗(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂h∗

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h∗ (x, t) = h∗ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q

(2.13)

astfel încât
lim
t→∞

∥∥h̄ (·, t)− h∗ (·, t)
∥∥
C(Ω̄)

= 0. (2.14)

Pe lângă faptul că este o solut,ie global regulată, deoarece h∗ este o funct,ie perio-
dică, avem de asemenea că

h∗ ∈ C2+η,1+ η
2 (Ω̄× [0,∞)), pentru un η ∈ (0, 1).

Să evident,iem câteva proprietăt,i ale funct,iei h∗. Din rezultatul ment,ionat mai sus
obt,inem că h∗ (t, x) > 0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄. Dar h∗ este de asemenea o solut,ie
global regulată, deci este continuă pe Q̄.
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Deoarece h∗ este periodică, rezultă că există h0 > 0, astfel încât

h∗ (x, t) ≥ h0 > 0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄. (2.15)

Prima parte a acestei lucrări este dedicată studiului mai multor proprietăt,i ale anu-
mitor probleme de autovalori, care vor fi esent,iale în stabilirea rezultatelor princi-
pale ale acestui capitol.

Să considerăm următoarea problemă de autovalori:

∂φ

∂t
(x, t) = −a(x, t)φ(x, t) + d2∆φ(x, t)

+c0φ(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h∗(x′, t) dx′

+λφ (x, t) , (x, t) ∈ (Ω \ ω̄)× (0,∞),
∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

φ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω × (0,∞),

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ (Ω \ ω̄)× (0,∞).
(2.16)

Se poate observa mai întâi că problema (2.16) este un caz particular al următoarei
probleme de autovalori

∂φ

∂t
(x, t)− ā(x, t)φ(x, t)− d2∆φ(x, t) = λφ (x, t) , (x, t) ∈ (Ω \ ω̄)× (0,∞),

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞),

φ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂ω × (0,∞),

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ (Ω \ ω̄)× (0,∞),
(2.17)

unde ā satisface regularitatea lui a din (A1). Într-adevăr (x, t) 7→
∫
Ω k(x′, x)h∗(x′, t)dx′

este o funct,ie T -periodică s, i de clasă C1 pe Q̄, s, i astfel obt,inem concluzia.

Pentru orice ā de acest tip, problema (2.17) admite o autovaloare principală λω
1 s, i

o autofunct,ie pozitivă corespunzătoare φ∗
1ω.

Să subliniem că φ∗
1ω este, de asemenea, o solut,ie global regulată. Aceasta se

întâmplă deoarece operatorul parabolic are un efect de regularizare, care asigură
că solut,ia φ∗

1ω devine suficient de netedă (deoarece frontiera este suficient de ne-
tedă; pentru detalii, a se vedea [49, Section 7.2]). O altă abordare este de a observa
că solut,ia asociată φ∗

1ω a problemei (2.17), corespunzătoare lui λω
1 , este o solut,ie

global regulată, datorită [32, Corollary 24.4] .

Teorema 2.6 Fie (h0, p0) care satisfac (A3), s, i presupunem că există m1,m2 două con-
stante pozitive astfel încât

h0(x) ≥ m1, p0(x) ≥ m2, a.p.t. x ∈ Ω.
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Dacă există un control u ∈ L∞
loc

(
Q̄
)
, care act,ionează numai în ω̄ (numit control stabi-

lizator), astfel încât (2.2) admite o unică solut,ie slabă cu componente nenegative s, i local
esent,ial mărginite (în Q̄) (h, p) s, i astfel încât

lim
t→∞

p(·, t) = 0, în L∞(Ω), (2.18)

atunci
λω
1 ≥ 0.

Teorema 2.7 Dacă λω
1 > 0, atunci o condit,ie suficientă pentru eradicarea populat,iei de

prădători se obt,ine printr-un control impulsiv u, adică solut,ia slabă (h, p) a lui (2.2), cu
componente nenegative s, i local esent,ial mărginite în Q̄, satisface (2.7).

19





3 Stabilizarea la zero a unei populat,ii invazive de prădători
într-un mediu sezonier: strategii alternative de control

În acest capitol vom investiga mai întâi posibilitatea de a eradica populat,ia de
prădători utilizând un control ce act,ionează în ω, cu o structură de recoltare simplă
s, i us, or de implementat. Vom începem prin a considera un control aplicat numai
populat,iei de prădători, iar ulterior, vom studia un control care act,ionează exclusiv
asupra populat,iei pradă. Ne propunem să reducem prada în întreg domeniul Ω
până la un nivel care nu mai poate sust,ine prădătorii, utilizând un control care
act,ionează în submult,imea ω. Suntem interesat,i în mod deosebit dacă eradicarea
prădătorilor poate fi atinsă păstrând în acelas, i timp populat,ia pradă.

În primul caz, a doua ecuat,ie a sistemului (2.1) este modificată astfel

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t) (3.1)

+ c0p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t)dx′ − γΨ(x)1ω (x) p (x, t) ,

pentru (x, t) ∈ Q, unde 1ω este funct,ia caracteristică a lui ω.

În al doilea caz, prima ecuat,ie a sistemului (2.1) este modificată astfel

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t) (3.2)

− h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′ − γΨ(x)1ω (x)h (x, t) ,

pentru (x, t) ∈ Q.

Strategia noastră este de a reduce populat,ia de prădători utilizând un control
biliniar cu o structură simplă: fie u := −γΨ p, fie u := −γΨh. Aici Ψ este o funct,ie
astfel încât 1ωΨ ∈ C1(Ω) s, i γ ∈ [0,∞). Astfel γΨ reprezintă rata de recoltare a
populat,iei de prădători, γ desemnează efortul de recoltare implementat, în timp
ce Ψ reflectă eficacitatea recoltării, care poate depinde de morfologia habitatului.

De exemplu, putem considera Ψ astfel încât
Ψ ∈ C1 (Ω) ,
1 ≥ Ψ(x) > 0, pentru x ∈ ω,
Ψ(x) = 0, pentru x ∈ Ω \ ω,

(3.3)

s, i astfel Ψ(x)1ω(x) = Ψ(x), pentru orice x ∈ Ω. În particular, aceasta înseamnă
că eficacitatea efortului de recoltare este 0 pe frontiera lui ω. Efectul intervent,iei
nu este la fel de puternic în apropierea frontierei domeniului ω unde act,ionează
controlul. De exemplu, să presupunem că o substant,ă toxică este folosită pentru
a elimina indivizi din populat,ia de prădători în interiorul lui ω, s, i este aplicată în
centrul lui ω, unde efectul său este maxim (aplicarea acesteia în apropierea sau
pe frontiera lui ω ar irosi o parte din potent,ialul ei, deoarece substant,a act,ionează
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numai în interiorul lui ω). Astfel, până când ajunge la frontiera domeniului, in-
tensitatea sa se va fi diminuat în comparat,ie cu punctul de aplicare, datorită, de
exemplu, disipării sau prezent,ei unor surse de apă care o neutralizează complet.
Ca rezultat, mai put,ini indivizi sunt eliminat,i în apropierea frontierei, motiv pen-
tru care funct,ia Ψ ia valori mai mici acolo.

Dacă un control u(x, t) act,ionează în subregiunea spat,ială ω, utilizăm convent,ia
că

1ω(x)u(x, t) = 0, pentru x ∈ Ω \ ω,

chiar dacă u nu este definit pentru x ∈ Ω \ ω.

În ambele cazuri, teorema de punct fix a lui Banach asigură faptul că sistemul
(2.1) modificat fie ca în (3.1), fie ca în (3.2), admite o unică solut,ie slabă (h, p) cu
componente nenegative, care sunt de asemenea local esent,ial mărginite în Q̄.

Pe parcursul acestui capitol, presupunem că ipotezele (A1) - (A3) din Capitolul
2 au loc.

3.1 Eradicarea prădătorilor supuşi unui control de tip recoltare

În această sect,iune, investigăm eradicarea prădătorilor utilizând un control de tip
recoltare care act,ionează asupra prădătorilor.

Pentru un γ ≥ 0 fixat considerăm următorul control feedback de tip recoltare
dat de

u (x, t) := −γΨ(x) p (x, t) , (x, t) ∈ Q, (3.4)

unde Ψ satisface (3.3). Aici Ψ reprezintă eficacitatea efortului de recoltare pentru
populat,ia de prădători.

Sistemul pradă-prădător controlat devine

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t)dx′ − γΨ(x) p (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω .
(3.5)

Fie (h, p) solut,ia slabă a lui (3.5) cu componente nenegative s, i local esent,ial mărgi-
nite în Q̄.
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Pentru ε > 0 s, i γ ≥ 0 arbitrari, dar fixat,i, considerăm următoarea problemă de
autovalori

∂φ

∂t
(x, t) = −a(x, t)φ(x, t) + d2∆φ(x, t)− γΨ(x)φ (x, t)

+c0φ(x, t)
[ ∫

Ω
k(x′, x)h∗(x′, t)dx′ + ε

]
+ λφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ Q,
(3.6)

unde h∗ este definit în Capitolul 2.

Se poate observa mai întâi că problema (3.6) este un caz particular al următoa-
rei probleme de autovalori

∂φ

∂t
(x, t) = −ā(x, t)φ(x, t) + d2∆φ(x, t) + λφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ Q,

(3.7)

unde ā satisface regularitatea lui a din (A1). Într-adevăr (x, t) 7→
∫
Ω k(x′, x)h∗(x′, t)dx′

s, i (x, t) 7→ γΨ(x) sunt amândouă funct,ii de clasă C1 pe Q̄ s, i astfel obt,inem con-
cluzia.

Pentru orice astfel de ā, problema (3.7) admite o autovaloare principală λ1 s, i o
autofunct,ie pozitivă corespunzătoare φ∗

1 (care este global regulată; a se vedea [36])
care satisface

φ∗
1 (x, t) ≥ m0 > 0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄. (3.8)

Nicio altă autovaloare nu admite o solut,ie pozitivă.
Existent,a s, i unicitatea autovalorii principale s, i a unei autofunct,ii pozitive co-

respunzătoare pentru (3.7) a fost demonstrată în [32].

Fie λγ,ε
1 autovaloarea principală pentru (3.6). Este evident că λγ,ε

1 = λγ
1 − c0ε

(unde folosim notat,ia simplificată λγ
1 pentru λγ,0

1 ). Fie φγ,ε
1 (notată în cele ce ur-

mează prin φ∗
γ) o autofunct,ie pozitivă pentru (3.6) corespunzătoare lui λγ,ε

1 . Este
evident că φγ,0

1 este o autofunct,ie pentru (3.6) corespunzătoare lui ε = 0 s, i autova-
lorii λγ,0

1 .

Semnul autovalorii principale λγ
1 va prezenta un interes deosebit în investiga-

rea eradicării prădătorilor.

Teorema 3.1 Dacă λγ
1 > 0, atunci o condit,ie suficientă pentru eradicarea populat,iei de

prădători se obt,ine prin controlul feedback u dat de (3.4), adică solut,ia slabă (h, p) a lui
(3.5) cu componente nenegative s, i local esent,ial mărginite în Q̄ satisface (2.7).
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Să spunem câteva cuvinte despre o condit,ie necesară pentru eradicarea pră-
dătorilor. Pentru un ε > 0 suficient de mic, arbitrar dar fixat, s, i γ ≥ 0, considerăm
următoarea problemă de autovalori

∂φ

∂t
(x, t) = −a(x, t)φ(x, t) + d2∆φ(x, t)− γΨ(x)φ(x, t)

+c0φ(x, t)
[ ∫

Ω
k(x′, x)h∗(x′, t)dx′

−ε∥k∥L∞(Ω×Ω)(∥h∗∥L∞(Q) + 1)m(Ω)
]
+ λφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ Q.
(3.9)

Fie
λ̃
γ,ε
1 = λγ

1 + c0ε∥k∥L∞(Ω×Ω)(∥h∗∥L∞(Q) + 1)m(Ω)

autovaloarea principală pentru (3.9) s, i φ
γ,0
1 o autofunct,ie pozitivă corespunzătoare

pentru (3.6), cu ε = 0.

Teorema 3.2 Fie (h0, p0) care satisfac (A3), s, i presupunem că există m1,m2 două con-
stante pozitive astfel încât

h0(x) ≥ m1, p0(x) ≥ m2, a.p.t. x ∈ Ω (3.10)

s, i fie (h, p) unica solut,ie slabă a lui (2.2) cu componente nenegative s, i local esent,ial măr-
ginite în Q̄, corespunzătoare controlului feedback u dat de (3.4). Dacă

p (·, t) → 0 în L∞(Ω), pentru t → ∞, (3.11)

atunci
λγ
1 ≥ 0.

3.2 Eradicarea prădătorilor printr-un control de tip recoltare aplicat asu-
pra prăzii

În această sect,iune, investigăm eradicarea prădătorilor utilizând un control de tip
recoltare care act,ionează asupra prăzii. Abordarea se concentrează pe reducerea
populat,iei pradă până la un nivel care nu mai poate sust,ine populat,ia de prădători.

Presupunem că există o constantă pozitivă m1 astfel încât

h0(x) ≥ m1, a.p.t. x ∈ Ω. (3.12)

Pentru un γ ≥ 0 fixat, considerăm controlul feedback de tip recoltare dat de

u (x, t) := −γΨ(x)h (x, t) , pentru (x, t) ∈ Q,

unde Ψ satisface (3.3).

24



3. Strategii alternative de control

Folosim acelas, i simbol Ψ ca în Sect,iunea 3.1, dar aici acesta reprezintă eficaci-
tatea efortului de recoltare pentru populat,ia pradă.

Sistemul pradă-prădător controlat devine

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′ − γΨ(x)h (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t) + d2∆p(x, t)

+c0p(x, t)

∫
Ω
k(x′, x)h(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω .
(3.13)

Fie (h, p) solut,ia slabă a lui (3.13) cu componente nenegative s, i local esent,ial măr-
ginite în Q̄.

Fie h̄γ solut,ia slabă nenegativă s, i local esent,ial mărginită în Q̄ a următoarei
ecuat,ii parabolice

∂h̄

∂t
(x, t) = r(x, t)h̄(x, t)− g(x, t)h̄(x, t)2 + d1∆h̄(x, t)

−γΨ(x) h̄ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂h̄

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h̄ (x, 0) = ∥h0∥L∞(Ω), (x, t) ∈ Q.

(3.14)

Principiul de comparat,ie pentru ecuat,ii parabolice implică faptul că

0 ≤ h (x, t) ≤ h̄γ (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ 0. (3.15)

Să considerăm următoarea problemă de autovalori asociată problemei parabolice
(3.14), dată de

∂ζ

∂t
(x, t) = r(x, t)ζ(x, t) + d1∆ζ(x, t)− γΨ(x) ζ (x, t) + µ ζ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂ζ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

ζ (x, t) = ζ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q
(3.16)

s, i fie µγ
1 autovaloarea principală pentru (3.16).

Dacă µγ
1 < 0, atunci, aplicând punctul (i3) din Teorema 5.6 problemei (3.14),
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rezultă că există o unică solut,ie global regulată, netrivială, pozitivă, h∗γ pentru

∂h∗

∂t
(x, t) = r(x, t)h∗(x, t)− g(x, t)h∗(x, t)2

+d1∆h∗(x, t)− γΨ(x)h∗ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂h∗

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h∗ (x, t) = h∗ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q,

(3.17)

care satisface

h̄γ (·, t)− h∗γ (·, t) → 0, în C
(
Ω̄
)
, pentru t → ∞. (3.18)

Dacă µγ
1 ≥ 0, atunci, aplicând punctul (i1) din Teorema 5.6 problemei (3.14), re-

zultă că
h̄γ (·, t) → 0, în C

(
Ω̄
)
, pentru t → ∞. (3.19)

Să considerăm în continuare cazul în care µγ
1 ≥ 0. Atunci, din (3.19) avem că,

pentru orice ε > 0, există un t̄ (ε) ≥ 0 astfel încât

0 ≤ h (x, t) ≤ h̄γ (x, t) ≤ ε, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ t̄ (ε) (3.20)

s, i obt,inem:

0 ≤ p (x, t) ≤ p̄ε (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ t̄ (ε) ,

unde p̄ε este unica solut,ie slabă pentru

∂p̄

∂t
(x, t) = −a(x, t)p̄(x, t) + d2∆p̄(x, t)

+c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) p̄ (x, t) , x ∈ Ω, t > t(ε),

∂p̄

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > t(ε),

p̄ (x, t̄ (ε)) = ∥p (·, t̄(ε)) ∥L∞(Ω), x ∈ Ω.
(3.21)

Să considerăm următoarea problemă de autovalori asociată problemei parabolice
(3.21), dată de

∂ζ

∂t
(x, t) = −a(x, t)ζ(x, t) + d2∆ζ(x, t)

+c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) ζ (x, t) + ν ζ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂ζ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

ζ (x, t) = ζ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q.

(3.22)

Putem concluziona că, dacă autovaloarea principală νε1 pentru (3.22) este pozitivă,
atunci, aplicând punctul (i2) din Teorema 5.6 problemei (3.21), rezultă că

p̄ε (·, t) → 0, în C
(
Ω̄
)
, pentru t → ∞ (3.23)
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3. Strategii alternative de control

s, i, prin urmare,
p (·, t) → 0 în L∞ (Ω) , pentru t → ∞. (3.24)

Utilizând principiul de comparat,ie pentru ecuat,ii parabolice, rezultă că populat,ia
de prădători scade la 0 cu rata e−νε1t. Într-adevăr, avem că

0 ≤ p (x, t) ≤ z (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω̄ s, i pentru orice t ≥ t̄ (ε) ,

unde z (x, t) := Cζε1 (x, t) e
−νε1(t−t̄(ε)), pentru (x, t) ∈ Ω̄ × [t̄ (ε) ,∞), s, i ζε1 este o

autofunct,ie pozitivă corespunzătoare lui νε1 s, i problemei de autovalori (3.22). Aici
∥p (·, t̄ (ε))∥L∞(Ω) ≤ Cζε1 (x, t̄ (ε)) s, i C este o constantă pozitivă. Autofunct,ia ζε1 este
T−periodică, deci mărginită, s, i obt,inem că populat,ia de prădători scade la 0 cu o
rată exponent,ială.

Este evident că
νε1 + c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) = ν01 ,

unde ν01 este autovaloarea principală corespunzătoare problemei (3.22) s, i lui ε = 0,
ceea ce ne conduce la următorul rezultat.

Teorema 3.3 Dacă µγ
1 ≥ 0 s, i ν01 > 0, atunci

p (·, t) → 0, în L∞ (Ω) , pentru t → ∞

(cel put,in la fel de rapid ca e−νε1t, pentru orice ε > 0).

Remarca 3.4 Dacă a satisface în plus că

a(x, t) ≥ a0, pentru orice (x, t) ∈ Q,

unde a0 este o constantă pozitivă, atunci ν01 ≥ a0 .

Dezavantajul acestui control este că elimină atât populat,ia de prădători, cât
s, i populat,ia pradă. Dacă dorim ca populat,ia pradă să persiste, este necesar să
implementăm un control mai put,in drastic, ceea ce înseamnă utilizarea unui γ
mai mic.

Să considerăm acum cazul în care µγ
1 < 0. Atunci, din (3.18), obt,inem că pentru

orice ε > 0, există un t̄ (ε) ≥ 0 astfel încât

0 ≤ h (x, t) ≤ h∗γ (x, t) + ε, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ t̄ (ε)

s, i, prin urmare (prin principiul de comparat,ie),

0 ≤ p (x, t) ≤ p̄γε (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ t̄ (ε) ,
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3. Strategii alternative de control

unde p̄γε este unica solut,ie slabă pentru

∂p̄

∂t
(x, t) = −a(x, t)p̄(x, t) + d2∆p̄(x, t)

+c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) p̄ (x, t)

+c0

(∫
Ω
k
(
x′, x

)
h∗γ

(
x′, t

)
dx′

)
p̄ (x, t) , x ∈ Ω, t > t(ε),

∂p̄

∂n
(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > t(ε),

p̄ (x, t̄ (ε)) = ∥p (·, t̄ (ε)) ∥L∞(Ω), x ∈ Ω.

(3.25)

Să considerăm următoarea problemă de autovalori asociată problemei parabolice
(3.25), dată de

∂θ

∂t
(x, t) = −a(x, t)θ(x, t) + d2∆θ(x, t)

+c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) θ (x, t)

+c0

(∫
Ω
k
(
x′, x

)
h∗γ

(
x′, t

)
dx′

)
θ (x, t) + ρ θ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂θ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

θ (x, t) = θ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q.
(3.26)

Putem concluziona că, dacă autovaloarea principală ρε1γ pentru (3.26) este pozitivă,
atunci, prin aplicarea punctului (i2) din Teorema 5.6 problemei (3.25), rezultă că

p̄γε (·, t) → 0 în C
(
Ω̄
)
, pentru t → ∞

s, i, prin urmare,
p (·, t) → 0 în L∞ (Ω) , pentru t → ∞.

Utilizând principiul de comparat,ie pentru ecuat,ii parabolice, rezultă că populat,ia
de prădători scade cu o rată de e−ρε1γt. Într-adevăr, avem că

0 ≤ p (x, t) ≤ z (x, t) , a.p.t. x ∈ Ω̄ s, i t ≥ t̄ (ε) ,

unde z (x, t) := Cθε1 (x, t) e
−ρε1γ(t−t̄(ε)), pentru (x, t) ∈ Ω̄ × [t̄ (ε) ,∞), s, i θε1 este o

autofunct,ie pozitivă corespunzătoare lui ρε1γ s, i problemei de autovalori (3.26). Aici
∥p (·, t̄ (ε))∥L∞(Ω) ≤ Cθε1 (x, t̄ (ε)) s, i C este o constantă pozitivă. Autofunct,ia θε1 este
T−periodică, deci mărginită, s, i obt,inem că populat,ia de prădători scade la 0 cu o
rată exponent,ială.

Este evident că
ρε1γ + c0ε ∥k∥L∞(Ω×Ω)m (Ω) = ρ01γ ,

unde ρ01γ este autovaloarea principală corespunzătoare problemei (3.26) s, i lui ε =
0, ceea ce ne conduce la următorul rezultat.
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3. Strategii alternative de control

Teorema 3.5 Dacă µγ
1 < 0 s, i ρ01γ > 0, atunci

p (·, t) → 0 în L∞ (Ω) , pentru t → ∞

(cel put,in la fel de rapid ca e−ρε1γt, pentru orice ε > 0).

Remarca 3.6 Atunci când p este densitatea unei populat,ii străine dăunătoare, iar
h este densitatea unei populat,ii ce trebuie protejată, o abordare eficientă este de
a diminua prada printr-un efort de recoltare până la un nivel care nu mai poate
sust,ine prădătorii.

Ca o consecint,ă a argumentelor pentru Teorema 3.5, este de asemenea impor-
tant de remarcat că se poate demonstra că, în ipotezele din Teorema 3.5, populat,ia
pradă nu este eradicată.

Remarca 3.7 Presupunem că rata a satisface, în plus, că există o constantă pozi-
tivă a0 astfel încât a(x, t) ≥ a0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄ (în acest caz rezultă, prin
Remarca 3.4, că ν01 ≥ a0 > 0).

Vom folosi următorul rezultat tehnic:

Lema 3.8 Fie µγ
1 autovaloarea principală pentru (3.16).

Dacă 0 < γ1 < γ2, atunci µ
γ1
1 < µ

γ2
1 .

As, adar aplicat,ia [0,∞) ∋ γ 7→ µγ
1 este strict crescătoare.

Cazul 1.1 Să presupunem că ne aflăm în cazul limγ→∞ µγ
1 > 0.

Pe de altă parte, prin ipoteza (2.4) rezultă că µ0
1 < 0. Prin urmare există

γ∗2 ∈ (0,∞] astfel încât

µγ
1 < 0, pentru orice γ ∈ [0, γ∗2)

s, i
µγ
1 > 0, pentru orice γ ∈ [γ∗2,∞).

Cazul 1.2 Să presupunem că ne aflăm în cazul limγ→∞ µγ
1 ≤ 0, caz în care (γ∗2

devine ∞)
µγ
1 < 0, pentru orice γ ∈ [0,∞).

Vom folosi următoarele rezultate tehnice:

Lema 3.9 Pentru orice 0 ≤ γ1 < γ2 < γ∗2 , avem că

h∗γ1
(x, t) ≥ h∗γ2

(x, t) , pentru orice x ∈ Ω s, i pentru orice t > 0. (3.27)

În plus, inegalitatea (3.27) este strictă.
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3. Strategii alternative de control

Lema 3.10 Fie ρ01γ autovaloarea principală pentru (3.26) corespunzătoare lui ε = 0.

Dacă 0 < γ1 < γ2 , atunci ρ01γ1
≤ ρ01γ2

.

As, adar, aplicat,ia γ 7→ h∗γ este descrescătoare pentru γ ∈ [0, γ∗2) (din Lema 3.9) s, i,
prin urmare, din Lema 3.10 s, i demonstrat,ia sa, obt,inem că γ 7→ ρ01γ este crescătoare
pe [0, γ∗2). Să observăm că funct,ia γ 7→ h∗γ este descrescătoare numai pentru γ ∈
[0, γ∗2) deoarece, numai pentru acest tip de γ avem că µγ

1 < 0 s, i numai atunci
putem folosi punctul (i3) din Teorema 5.6 pentru a obt,ine existent,a lui h∗γ (solut,ia
lui (3.17), care este o funct,ie strict pozitivă).

Dacă γ∗2 < ∞, atunci rezultă că ρ01γ∗
2
> 0. Într-adevăr, prin alegerea lui γ∗2 avem

că µ
γ∗
2

1 > 0, s, i din Remarca 3.4 rezultă că ν01 > 0. Să considerăm acum h∗γ∗
2
≡ 0 în

demonstrat,ia Teoremei 3.3, ceea ce ne dă h̄ (·, t) → 0, în L∞ (Ω) , pentru t → ∞.
Definim atunci ρ01γ∗

2
ca fiind solut,ia lui (3.26). Observăm că, în acest caz limită,

(3.26) coincide cu (3.22), ceea ce implică faptul că ρ01γ∗
2
≡ ν01. Prin urmare, ecuat,ia

(3.26), corespunzătoare lui ρ01γ , are sens pentru orice funct,ie h∗γ , inclusiv h∗γ ≡ 0,

pentru care ν01 coincide cu ρ01γ .

Cazul 2.1 Să presupunem că ne aflăm în cazul ρ010 ≤ 0, atunci există γ∗1 ∈ [0, γ∗2)
astfel încât

ρ01γ ≤ 0, pentru orice γ ∈ [0, γ∗1]

s, i
ρ01γ > 0, pentru orice γ ∈ (γ∗1, γ

∗
2].

Cazul 2.2 Să presupunem că ne aflăm în cazul ρ010 > 0, caz în care (γ∗1 devine 0)

ρ01γ > 0, pentru orice γ ∈ [0, γ∗2].

Putem concluziona că, pentru u := −γΨh obt,inem că (dacă γ∗2 < ∞, s, i h0 ≥ m1 >
0, p0 (x) ≥ m2 > 0 a.p.t. x ∈ Ω):

• Dacă γ > γ∗2 (ceea ce înseamnă că eliminăm prea mult,i indivizi din populat,ia
pradă), atunci µγ

1 > 0 s, i ν01 > 0. Prin urmare, utilizând Teorema 3.3, avem că
p (·, t) → 0 s, i h (·, t) → 0, în L∞ (Ω) , pentru t → ∞, adică atât populat,ia de
prădători cât s, i populat,ia pradă sunt eradicate;

• Dacă γ ∈ (γ∗1, γ
∗
2) , atunci µγ

1 < 0 s, i ρ01γ > 0. Prin urmare, utilizând Teorema
3.5, avem că p (·, t) → 0 s, i h (·, t) ↛ 0, în L∞ (Ω) (s, i de asemenea h (·, t) ↛ 0
în L1 (Ω)), pentru t → ∞, adică populat,ia de prădători este eradicată iar
populat,ia pradă persistă (aici “persistent,ă” se referă la faptul că numărul
total de indivizi din populat,ia pradă la momentul t, dat de

∫
Ω h (x, t) dx, nu

converge la 0 pentru t → ∞);
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4 Stabilizarea la zero a unei populaţii de dăunători prin
intermediul unui prădător într-un mediu sezonier

4.1 Formularea problemei

Examinăm aici un sistem de tip react,ie-difuzie care surprinde interact,iunea dintre
două populat,ii, pradă s, i prădător, ambele deplasându-se liber în habitatul Ω ⊂
RN , N ∈ {2, 3} , Ω fiind un domeniu mărginit cu frontieră de clasă C∞. Modelul
include un control biologic aplicat prăzii, într-o subregiune specifică ω ⊂ Ω, unde
ω este o mult,ime deschisă cu frontieră de clasă C∞ astfel încât ω ⊂⊂ Ω. Sistemul
controlat avut în vedere este

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t)− g̃(x, t)p(x, t)2 + d2∆p(x, t)

+c0h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′ + u(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.

(4.1)

Scopul nostru principal este de a studia eradicarea populat,iei dăunătoare h (care
joacă rolul prăzii) printr-o strategie specifică de infuzie de prădători u, care act,ionează
în ω. Mai precis, ne propunem să obt,inem că

h(·, t) −→ 0 în L∞(Ω), pentru t → ∞,

unde (h, p) este solut,ia lui (4.1).
Pentru a sust,ine acest obiectiv de eradicare, prezentăm condit,ii de optimali-

tate necesare s, i suficiente, arătând că eradicarea depinde de semnul autovalorilor
principale ale anumitor operatori parabolici. Aces, ti operatori apar în probleme de
autovalori precum (4.3) (a se vedea mai jos). Strategia noastră pentru reducerea
populat,iei pradă (sau dăunătoare) h implică un control biliniar aplicat prădători-
lor, dat de

u := γΨ p. (4.2)

Aici γ ∈ [0,∞) reprezintă un control ce act,ionează ca o rată de cres, tere a prădă-
torilor (un efort de infuzie), în timp ce Ψ este o rată de eficacitate influent,ată de
morfologia habitatului, care nu are niciun efect odată ce părăsim subregiunea ω (a
se vedea (A7) mai jos). Cu alte cuvinte, γ reprezintă magnitudinea intervent,iei,
iar Ψ reprezintă efectul acestei intervent,ii. As, adar γΨ defines, te rata de infuzie a
prădătorilor.

Dacă o funct,ie v act,ionează în subregiunea spat,ială ω, folosim convent,ia că
1ω(x) v(x, t) = 0, pentru x ∈ Ω \ ω, chiar dacă v nu este definită pentru x ∈ Ω \ ω.



4. Eradicarea unei populaţii de dăunători prin intermediul unui prădător

Dacă considerăm un astfel de control u, atunci existent,a s, i unicitatea unei
solut,ii slabe (h, p) pentru (4.1), cu componente nenegative s, i local esent,ial măr-
ginite în Q̄, este stabilită, în principal, utilizând teorema de punct fix a lui Banach,
urmând pas, i similari celor din Lema 2.5 (pe Ω̄× [0, T̃ ]).

Definit,ia 4.1 Fie T̃ > 0. Spunem că (h, p) este o solut,ie slabă pentru (4.1), dacă:

(i) h, p ∈ L2
(
0, T̃ ;H1 (Ω)

)
∩W 1,2

(
0, T̃ ; (H1 (Ω))∗

)
∩AC

(
(0, T̃ ];L2(Ω)

)
∩L2

loc

(
(0, T̃ ];H2(Ω)

)
;

(ii) a.p.t. x ∈ Ω s, i pentru orice t ∈
(
0, T̃

)
:

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t)− g̃(x, t)p(x, t)2 + d2∆p(x, t)

+c0h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′ + u(x, t)

(iii)
∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, a.p.t. (x, t) ∈ ∂Ω×

(
0, T̃

)
;

(iv) h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), a.p.t. x ∈ Ω;

Dacă (h, p) este o solut,ie slabă pentru (4.1) pentru orice T̃ > 0 (pe Ω̄ × [0, T̃ ]), atunci
spunem că (h, p) este o solut,ie slabă a lui (4.1) pentru T̃ := ∞.

După cunos, tint,ele noastre, toată literatura citată (cu except,ia lui [5]) se con-
centrează pe rate independente de timp (sau independente de spat,iu). Având în
vedere că dinamica sistemelor pradă-prădător prezintă în mod natural variat,ii se-
zoniere (prin ratele r, g, g̃, a), este rezonabil să impunem ca aceste rate să fie perio-
dice în timp (s, i dependente de spat,iu).

Să examinăm acum principalele diferent,e dintre această abordare din acest
capitol s, i studiile anterioare.

În primul rând, în acest capitol, ne propunem să studiem eradicarea (a se ve-
dea analiza analoagă din Capitolul 2 s, i Capitolul 3) a unei populat,ii dăunătoare
care act,ionează acum ca pradă. Astfel, o primă noutate este că, în acest cadru,
prada este o specie dăunătoare toxică pe care căutăm să o eliminăm prin introdu-
cerea unui prădător care să o consume. Distinct,ia principală fat,ă de Capitolele 2
s, i 3 este obiectivul nostru: aici, ne propunem să conducem prada spre extinct,ie, în
timp ce în capitolele ment,ionate anterior, obiectivul era păstrarea prăzii. În esent,ă,
fosta pradă funct,ionează acum ca un prădător al unei a treia populat,ii, ceea ce în-
seamnă că lucrăm cu două populat,ii de prădători în loc de un sistem tradit,ional
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4. Eradicarea unei populaţii de dăunători prin intermediul unui prădător

pradă-prădător (populat,ia afectată nu este inclusă în modelul nostru). Populat,ia
dăunătoare vizată pentru eradicare poate fi în continuare numită “pradă”.

Este important de remarcat că rolurile prădătorului s, i prăzii din Capitolele 2 s, i
3 nu pot fi pur s, i simplu inversate (astfel încât prădătorul să devină pradă) pentru
a se potrivi noului nostru model. În capitolele ment,ionate anterior, obiectivul era
păstrarea lui h în timp ce se eradica p, în timp ce în modelul prezentat de (4.1),
ne concentrăm exclusiv pe eradicarea lui h, fără a ne preocupa de soarta lui p. De
fapt, dacă p este un prădător specializat care depinde în întregime de h pentru
supraviet,uire, atunci eradicarea lui h implică extinct,ia lui p.

Aceasta ne conduce la a doua diferent, ă cheie, s, i anume utilizarea unui con-
trol de tip infuzie. În Capitolele 2 s, i 3, dar s, i în [11], strategia de control era
de tip recoltare, prin care o cantitate din populat,ia de prădători era îndepărtată,
proport,ional cu densitatea sa, dintr-o subregiune specifică ω. Aici, strategia de
control implică introducerea de prădători. Aceasta înseamnă că adăugăm indivizi
din populat,ia de prădători într-o subregiune specifică ω pentru a eradica populat,ia
dăunătoare, care joacă acum rolul prăzii.

În al treilea rând, similar Capitolelor 2 s, i 3, dar s, i lucrării [11], problema
(4.1) implică, de asemenea, un operator nelocal ce descrie prădarea, s, i anume
h(x, t)

∫
Ω k(x, x′)p(x′, t)dx′. Acesta reprezintă densitatea populat,iei pradă captu-

rată în punctul x la momentul t, care este apoi transformată în biomasă printr-o
rată de conversie c0 > 0. Totus, i, spre deosebire de cont,inutul prezentat în Capi-
tolele 2 s, i 3, aici prădătorii urmăresc prada, adică se deplasează dintr-un punct x′

pentru a captura o pradă aflată în punctul x, s, i nu se întorc în pozit,ia lor init,ială.
Să observăm că în Capitolele 2 s, i 3, prădătorii aflat,i init,ial în punctul x′, după
prădarea în punctul x, se întorc la locat,ia lor init,ială x′.

Termenii h(x, t) s, i p(x, t) reprezintă densităt,ile populat,iilor de pradă (dăună-
toare) s, i de prădători, într-un punct x la momentul t, în timp ce h0(x) s, i p0(x)
desemnează densităt,ile init,iale ale populat,iilor de pradă s, i de prădători într-un
punct x ∈ Ω.

Ca de obicei, operatorul Laplace modelează dispersia aleatoare a ambelor po-
pulat,ii în habitatul lor Ω. Condit,iile la frontieră de tip Neumann omogen reflectă
ipoteza că nu există flux al indivizilor prin frontiera habitatului. Coeficient,ii de
difuzie, d1 s, i d2, sunt considerat,i a fi constante pozitive. Ratele r, a, g, g̃ sunt consi-
derate dependente de timp s, i periodice, cu o perioadă T de un an. Coeficient,ii din
(4.1) au următoarele semnificat,ii:

• r(x, t) reprezintă rata naturală de cres, tere a populat,iei pradă;

• a(x, t) reprezintă rata naturală de descres, tere a populat,iei de prădători (care
corespunde prădătorilor specializat,i, atunci când a este pozitivă peste tot);

• g(x, t) reprezintă coeficientul termenului logistic (gh2) pentru populat,ia pradă;

• g̃(x, t) reprezintă coeficientul termenului logistic (g̃p2) pentru populat,ia de
prădători;
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• k(x, x′) reprezintă rata cu care o pradă aflată în punctul x este capturată de
un prădător aflat în punctul x′.

În cele ce urmează vom lucra în următoarele ipoteze:

(A1) a ∈ C1(Q̄) s, i există T ∈ (0,∞) astfel încât a(x, t + T ) = a(x, t), pentru orice
(x, t) ∈ Q̄;

(A2) r ∈ C1(Q̄) s, i r(x, t+ T ) = r(x, t), pentru orice (x, t) ∈ Q̄;

(A3) există r0 ∈ C([0,∞)) s, i r0(t+ T ) = r0(t), pentru orice t ≥ 0, s, i
r(x, t) ≥ r0(t), pentru orice (x, t) ∈ Q̄,∫ T

0
r0(t)dt > 0

(faptul că integrala lui r0 pe o perioadă de timp T rămâne pozitivă înseamnă
că populat,ia pradă persistă în absent,a prădătorilor);

(A4) g, g̃ ∈ C1
(
Q̄
)

s, i g(x, t+T ) = g(x, t), g̃(x, t+T ) = g̃(x, t), pentru orice (x, t) ∈
Q̄, s, i există ρ0, γ̃0 > 0 astfel încât

g(x, t) ≥ ρ0 s, i g̃(x, t) ≥ γ̃0, pentru orice (x, t) ∈ Q̄;

(A5) k ∈ C1(Ω̄× Ω̄) s, i k(x, x′) ≥ 0, pentru orice (x, x′) ∈ Ω× Ω;

(A6) h0, p0 ∈ L∞(Ω) s, i h0(x) ≥ h00 > 0, p0(x) ≥ p00 > 0, a.p.t. x ∈ Ω (aici h00, p
0
0 sunt

constante pozitive);

(A7) Ψ ∈ C1 (Ω) astfel încât 1 ≥ Ψ(x) > 0, pentru orice x ∈ ω, s, i Ψ(x) = 0, pentru
orice x ∈ Ω \ ω. În plus Ψ(x)1ω(x) = Ψ(x), pentru orice x ∈ Ω (aceasta
înseamnă, de asemenea, că efortul de infuzie are eficacitate nulă la frontiera
lui ω).

De asemenea ω0 ⊂ ω este o bilă deschisă astfel încât

Ψ(x) ≥ c > 0, pentru orice x ∈ ω0.

Infuzia funct,ionează astfel: prădătorii sunt introdus, i într-o subzonă cen-
trală ω0, dar densitatea lor scade treptat spre frontiera lui ω pe măsură ce
populat,ia se răspândes, te în întreaga subregiune. Prin urmare, odată ce populat,ia
se dispersează dincolo de ω0, eficacitatea infuziei scade spre 0, adică, Ψ este
pozitivă în ω, dar nu în mod uniform;

(A8) c0, d1, d2 > 0;

Dacă interpretăm h ca densitatea populat,iei unei specii străine dăunătoare, de-
vine esent,ial să determinăm dacă există un control u astfel încât, pentru solut,ia
(hu, pu) a lui (4.1), să obt,inem că limt→∞ hu(·, t) = 0 într-un spat,iu funct,ional adec-
vat. Este important de remarcat că aceasta este o problemă de zero-stabilizabilitate
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cu restrict,ii asupra stării, deoarece atât h(x, t), cât s, i p(x, t) reprezintă densităt,i ale
populat,iilor, s, i astfel trebuie să rămână nenegative.

Să amintim că populat,ia dăunătoare este eradicabilă (zero-stabilizabilă), dacă
pentru orice h0, p0 ce satisfac (A6), există un control u, ce act,ionează în ω̄, astfel
încât

hu(x, t), pu(x, t) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ 0,

s, i
limt→∞ hu(·, t) = 0 în L∞(Ω).

4.2 O condiţie suficientă pentru eradicarea populaţiei de dăunători

În această sect,iune vom examina condit,iile în care populat,ia pradă poate fi eradi-
cată utilizând controlul de tip infuzie u (x, t) = γΨ(x) p (x, t) , pentru orice x ∈ Ω
s, i t > 0, s, i pentru un anumit γ ≥ 0.

Vom vedea că problema eradicării este profund legată de semnul autovalorii
principale λγ

1 pentru problema de autovalori

∂φ

∂t
(x, t) = r(x, t)φ(x, t) + d1∆φ(x, t)

−φ(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p̄∗ (x, t) dx′ + λφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ Q,

(4.3)

unde p̄∗ este o funct,ie T−periodică (adică p̄∗ (x, t) = p̄∗ (x, t+ T ) , pentru orice
(x, t) ∈ Q̄) care este unica solut,ie global regulată pozitivă a lui (dacă γ este suficient
de mare)

∂p̄∗

∂t
(x, t) = −a(x, t)p̄∗(x, t)− g̃(x, t)p̄∗(x, t)2 + d2∆p̄∗(x, t)

+γΨ(x) p̄∗(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂p̄∗

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

p̄∗(x, t) = p̄∗ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q,

(4.4)

ceea ce înseamnă că p̄∗ ∈ C2+η,1+ η
2

(
Ω̄× [0,∞)

)
, pentru un anumit η ∈ (0, 1).

Existent,a s, i unicitatea funct,iei p̄∗ se bazează pe aplicarea punctului (i3) din Teo-
rema 5.6.

Mai precis, p̄∗ satisface

∥p̄ (·, t)− p̄∗ (·, t)∥L∞(Ω) −→ 0, pentru t → ∞, (4.5)
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unde p̄ este unica solut,ie slabă nenegativă pentru
∂p̄

∂t
(x, t) = −a(x, t)p̄(x, t)− g̃(x, t)p̄(x, t)2 + d2∆p̄(x, t) + γΨ(x) p̄(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂p̄

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

p̄(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.
(4.6)

Existent,a s, i unicitatea solut,iei slabe a lui (4.6) rezultă utilizând teorema de punct
fix a lui Banach, ca în Capitolul 2 (a se vedea Lema 2.5).

Rezultă că

p (x, t) ≥ p̄ (x, t) ≥ 0, a.p.t. x ∈ Ω, pentru orice t ≥ 0, (4.7)

Să considerăm următoarea problemă de autovalori:
∂φ

∂t
(x, t) = −a(x, t)φ(x, t) + d2∆φ(x, t) + γΨ(x)φ(x, t) + µ1γφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ(x, t) = φ(x, t+ T ), (x, t) ∈ Q.
(4.8)

Notăm cu µ1γ autovaloarea principală pentru (4.8) s, i cu φγ
1 , o autofunct,ie pozitivă

corespunzătoare.

Vom folosi următoarele rezultate tehnice:

Lema 4.2 Autovaloarea principală µ1γ este negativă, pentru γ > 0 suficient de mare.

Rezultatul următor oferă o condit,ie suficientă pentru zero-stabilizabilitatea (era-
dicarea) populat,iei pradă (dăunătoare).

Teorema 4.3 Fie (h, p) unica solut,ie slabă, cu componente nenegative s, i local esent,ial
mărginite, a lui (4.1), corespunzătoare controlului de infuzie u := +γΨp, s, i λ

γ
1 autova-

loarea principală pentru (4.3).

Dacă λγ
1 > 0, atunci populat,ia pradă h este eradicabilă.

4.3 O condiţie necesară pentru eradicarea populaţiei de dăunători

Să discutăm acum o condit,ie necesară pentru eradicarea populat,iei dăunătoare.
Analiza noastră va fi din nou strâns legată de p̄, solut,ia slabă, nenegativă s, i local
esent,ial mărginită, a lui (4.6), s, i de unica solut,ie global regulată strict pozitivă p̄∗ a
lui (4.4).

Teorema 4.4 Fie (h, p) unica solut,ie slabă a lui (4.1), corespunzătoare controlului de in-
fuzie u := +γΨp, cu γ ≥ 0.
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Dacă
h (·, t) → 0, în L∞ (Ω) , pentru t → ∞, (4.9)

atunci
λγ
1 ≥ 0,

unde λγ
1 este autovaloarea principală pentru (4.3).
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Anexă

În cele ce urmează presupunem că m, b ∈ C1
(
Ω̄× [0,∞)

)
, cu m (x, t) = m (x, t+ T ),

b (x, t) = b (x, t+ T ) , pentru orice (x, t) ∈ Ω̄ × [0,∞), s, i b (x, t) ≥ b0 > 0, pentru
orice (x, t) ∈ Ω̄× [0,∞).

De asemenea notăm cu

X1 =

{
v ∈ W 2,2(Ω);

∂v

∂n
= 0, pe ∂Ω

}
s, i

Y1 =

{
v ∈ W 2,2(Ω \ ω̄); ∂v

∂n
= 0, pe ∂Ω, s, i v = 0, pe ∂ω

}
.

Definit,ia 5.1 (a se vedea [27]) Fie µ, ν ∈ [0, 1) s, i a, b ∈ R, cu a < b. Fie Ω ⊂ Rn

deschis s, i mărginit. Definim următorul spat, iu Hölder

Cµ,ν(Ω̄× [a, b])

ca fiind mult,imea tuturor funct,iilor u ∈ C(Ω̄× [a, b]) astfel încât există Cµ,ν > 0 :

|u (x1, t1)− u (x2, t2)| ≤ Cµ,ν [|x1 − x2|µ + |t1 − t2|ν ] ,

pentru orice (x1, t1) , (x2, t2) ∈ Ω̄× [a, b] .

Apoi, pentru k1, k2 ∈ N, definim spat,iul

Ck1+µ,k2+ν(Ω̄× [a, b])

ca fiind mult,imea tuturor funct,iilor u ∈ Ck1,k2(Ω̄× [a, b]) astfel încât

u,
∂u

∂t
, . . . ,

∂k2u

∂tk2
, Dαu ∈ Cµ,ν(Ω̄× [a, b]), pentru orice α ∈ NN , cu |α| ≤ k1.

Remarca 5.2 În particular, pentru solut,iile global regulate, lucrăm cu spat,iul Höl-
der

C
2+η,1+ η

2
loc (Ω̄× (0,∞)), pentru η ∈ [0, 1).

Definit,ia 5.3 Fie u0 ∈ L2 (Ω). Spunem că u este o solut,ie global regulată pentru

∂u

∂t
(x, t)−∆u (x, t) = m (x, t)u (x, t)− b (x, t)u (x, t)2 , (x, t) ∈ Q,

∂u

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω,

(5.1)

dacă u ∈ C
(
Ω̄× [0,∞)

)
∩ C

2+η,1+ η
2

loc

(
Ω̄× (0,∞)

)
, pentru η ∈ [0, 1), s, i satisface (5.1).
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Rezultatul următor este o consecint,ă a Propozit,iei 24.9 din [32].

Propozit,ia 5.4 (a se vedea [32, Proposition 24.9]) Dacă u0 ∈ X1 este nenegativă, atunci
ecuat,ia logistică

∂u

∂t
(x, t)−∆u (x, t) = m (x, t)u (x, t)− b (x, t)u (x, t)2 , (x, t) ∈ Q,

∂u

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω

(5.2)

admite o unică solut, ie global regulată notată cu u (t;u0) .

Rezultatul următor este o consecint,ă a Teoremei 24.1 s, i a Teoremei 24.2 din [32].

Teorema 5.5 Fie ā ∈ C1
(
Ω̄× [0,∞)

)
. Atunci problema liniară

∂u

∂t
(x, t)−∆u (x, t) + ā (x, t)u (x, t) = 0, (x, t) ∈ Q,

∂u

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ Ω

admite, pentru orice date init,iale u0 ∈ C3
(
Ω̄
)
, cu

∂u0
∂n

= 0 pe ∂Ω, o unică solut, ie global
regulată notată cu u (t;u0) .

Să considerăm problema de autovalori asociată lui (5.2):

∂φ

∂t
(x, t)−∆φ (x, t) = m (x, t)φ (x, t) + λφ (x, t) , (x, t) ∈ Q,

∂φ

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

φ (x, t) = φ (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q.

(5.3)

Problema (5.3) admite o autovaloare principală λ1.

Un rezultat cheie folosit pe tot parcursul acestei lucrări este [32, Theorem 24.10]
(a se vedea de asemenea [36]), împreună cu caracterizarea autovalorii principale
prezentată la pagina 201 din [32]. În cele ce urmează prezentăm o consecint,ă a
acestui rezultat, adaptată la cadrul nostru.

Teorema 5.6 (a se vedea [32], Theorem 24.10) Fie u o solut,ie global regulată pentru
(5.2) (a se vedea Propozit,ia 5.4 s, i Teorema 5.5) s, i fie u0 ∈ X1 \ {0} , u0 nenegativă.

(i1) Presupunem că autovaloarea principală corespunzătoare problemei (5.3) este nene-
gativă. Atunci, solut,ia nulă a problemei (5.2) este global asimptotic stabilă, adică
avem că

∥u (t;u0)∥C(Ω̄) → 0, pentru t → ∞.
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(i2) Presupunem că autovaloarea principală corespunzătoare problemei (5.3) este pozi-
tivă. Considerăm cazul particular b = 0 în (5.2). Atunci, solut,ia nulă a problemei
(5.2) este global asimptotic stabilă, adică avem că

∥u (t;u0)∥C(Ω̄) → 0, pentru t → ∞.

(i3) Presupunem că autovaloarea principală corespunzătoare problemei (5.3) este nega-
tivă. Atunci, există o unică solut,ie global regulată, netrivială, pozitivă, periodică
u∗ pentru următoarea EDP

∂u

∂t
(x, t)−∆u (x, t) = m (x, t)u (x, t)− b (x, t)u (x, t)2 , (x, t) ∈ Q,

∂u

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

u (x, t) = u (x, t+ T ) , (x, t) ∈ Q.

În plus, u∗ este pozitivă peste tot (în Ω̄ × (0,∞)) s, i este global asimptotic stabilă,
adică

∥u (t;u0)− u∗ (t)∥C(Ω̄) → 0, pentru t → ∞.

Remarca 5.7 Concluziile din Teorema 5.6 rămân, de asemenea, valabile dacă folo-
sim spat,iul funct,ional Y1. În acest caz u∗ este pozitivă pe

(
Ω̄ \ ω̄

)
× (0,∞) .
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Direct,ii viitoare de cercetare

Controlul regional al populaţiei invazive

Ne propunem să investigăm problema minimizării costului total asociat daune-
lor produse de o populat,ie invazivă de prădători s, i costul controlului regional
utilizat pentru reducerea acestei populat,ii printr-un bio-control. Costul contro-
lului corespunde intervent,iei necesare pentru a introduce o nouă populat,ie de
prădători p într-o subregiune a întregului habitat, pentru a vâna populat,ia stră-
ină dăunătoare h. Dinamica celor două populat,ii este descrisă de sistemul pradă-
prădător dat de (4.1), modificat astfel

∂h

∂t
(x, t) = r̃(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

−h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′, (x, t) ∈ Q,

∂p

∂t
(x, t) = −a(x, t)p(x, t)− ˜̃g(x, t)p(x, t)2 + d2∆p(x, t)

+c0h(x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′ + u(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂h

∂n
(x, t) =

∂p

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

h(x, 0) = h0(x), p(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.

(5.4)

cu un control feedback definit ca

u := γ1ωp, cu γ > 0.

După cum am arătat deja în Capitolul 4, controalele de acest tip, precum cel dat
în (4.2), oferă atât o condit,ie suficientă, cât s, i una necesară, pentru eradicarea
populat,iei dăunătoare h.

Problema de minimizare asociată unui astfel de control feedback poate fi vă-
zută ca o problemă de control regional. Metoda mult,imilor de nivel (level set) va
constitui un ingredient esent,ial. Va fi de asemenea obt,inut un algoritm iterativ
pentru reducerea costului total, iar rezultatele numerice vor demonstra eficacita-
tea rezultatelor teoretice. Acelas, i rezultate de optimalitate pot fi studiate pentru
sistemul (2.1), în care prădătorul nu urmăres, te prada, ci se întoarce la locat,ia sa
init,ială.

Mai precis, obiectivul nostru este de a găsi o subregiune ω, pe care o vom con-
sidera a fi o bilă centrată în x0 ∈ Rn s, i de rază r > 0 (nu suntem interesat,i de
forma regiunii, ci mai degrabă de pozit,ia regiunii în raport cu centrul său x0), care
să minimizeze costul total al daunelor, exprimat prin următoarea funct,ională de
cost

J (x0) = C

∫ T

0

∫
Ω
hx0 (x, t) dx dt+

∫
Ω
hx0 (x, T ) dx+D

∫ T

0

∫
ω
px0 (x, t) dx dt. (5.5)

Aici:



Direcţii viitoare de cercetare

• termenul
∫ T
0

∫
Ω hx0 (x, t) dx dt reprezintă dimensiunea totală a populat,iei dă-

unătoare h în Ω pe intervalul de timp [0, T ] ; deoarece h vânează s, i dăunează
unei alte populat,ii de interes, minimizarea acestei cantităt,i minimizează di-
rect dauna totală produsă de dăunător;

• termenul
∫
Ω hx0 (x, T ) dx reprezintă dimensiunea populat,iei dăunătoare h

rămasă în Ω la finalul intervent,iei, la momentul T ; solicităm ca aceasta să
fie mică, pentru a ne asigura că populat,ia dăunătoare a fost cu adevărat su-
primată s, i nu va reveni după încetarea intervent,iei;

• termenul
∫ T
0

∫
ω px0 (x, t) dx dt reprezintă numărul total de indivizi din populat,ia

de prădători p introdus, i în subregiunea ω pe parcursul intervent,iei; acest
termen reprezintă costul intervent,iei, adică dorim să minimizăm dauna pro-
dusă de h utilizând cât mai put,ini prădători introdus, i posibil;

• constantele C,D > 0 reprezintă constante de conversie care asigură faptul
că întreaga funct,ională J este exprimată folosind aceeas, i unitate de măsură.

Astfel dorim să minimizăm J în raport cu centrul x0 al bilei ω := B (x0, r) .
Vom vedea că

px0 (x, t) ≥ Kx0
1 (x, t) , a.p.t. (x, t) ∈ Q (5.6)

unde Kx0
1 satisface

∂K1

∂t
(x, t) = −a(x, t)K1(x, t)− ˜̃g(x, t)K1(x, t)

2 + d2∆K1(x, t)

+γ1ω (x)K1(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂K1

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

K1(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω.

Utilizând (5.6) putem acum construi yx0
1 care satisface

∂y1
∂t

(x, t) = r̃ (x, t) y1 (x, t)− g(x, t)y1(x, t)
2 + d1∆y1(x, t)

−y1 (x, t)B (Kx0
1 (x)) (t) , (x, t) ∈ Q,

∂y1
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

y1(x, 0) = h0(x), x ∈ Ω,

(5.7)

unde B ∈ L
(
L2 (Ω)

)
s, i (Bz) (x) =

∫
Ω k (x, x′) z (x′) dx′, astfel încât

hx0 (x, t) ≤ yx0
1 (x, t) , a.p.t. (x, t) ∈ Q. (5.8)

În mod similar, vom vedea că

hx0 (x, t) ≤ Kx0
2 (x, t) , a.p.t. (x, t) ∈ Q, (5.9)
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unde, utilizând (5.6)), avem că Kx0
2 satisface

∂K2

∂t
(x, t) = r̃ (x, t)K2(x, t)− g(x, t)K2(x, t)

2 + d1∆K2(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂K2

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

K2(x, 0) = h0(x), x ∈ Ω.

Utilizând (5.9) putem construi yx0
2 care satisface

∂y2
∂t

(x, t) = −a (x, t) y2 (x, t)− ˜̃g(x, t)y2(x, t)
2 + d2∆y2(x, t)

+c0K
x0
2 (x, t)B (y2 (x)) (t) + γ1ω (x) y2(x, t), (x, t) ∈ Q,

∂y2
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

y2(x, 0) = p0(x), x ∈ Ω,
(5.10)

astfel încât
px0 (x, t) ≤ yx0

2 (x, t) , a.p.t. (x, t) ∈ Q. (5.11)

Prin urmare, din (5.8) s, i (5.11), observăm că minimizând

J̃ (x0) = C

∫ T

0

∫
Ω
yx0
1 (x, t) dx dt+

∫
Ω
yx0
1 (x, T ) dx+D

∫ T

0

∫
ω
yx0
2 (x, t) dx dt (5.12)

obt,inem o valoare s, i mai mică pentru J (x0) . Minimizarea lui J̃ simplifică pro-
blema de optimizare, deoarece ecuat,iile (5.7) s, i (5.10) sunt decuplate, s, i putem
trata yx0

1 s, i yx0
2 independent, spre deosebire de (5.4), unde solut,iile h s, i p sunt cu-

plate împreună (acestea interact,ionează).
Anumite probleme de control optimal în biologia matematică au fost tratate

în [4], [19], [22], [29], [31]. Trebuie de asemenea să ment,ionăm câteva rezultate
recente privind controlul regional în dinamica populat,iilor din [11]. Pentru not,iuni
s, i metode de bază în teoria optimizării de formei, a se vedea [47].

Obiectiv:

După cum am ment,ionat anterior, această cercetare viitoare va fi dedicată unei
aproximări a problemei (5.12). Ne vom concentra apoi pe deducerea unui algo-
ritm iterativ menit să reducă costul total prin actualizarea pozit,iei centrului x0 al
subdomeniului ω. O atent,ie deosebită va fi acordată, de asemenea, obt,inerii de
rezultate numerice în cazul interact,iunilor nelocale.

După cum am discutat mai sus, minimizarea asociată acestui control feedback
poate fi formulată ca o problemă de control regional. Metoda mult,imilor de nivel
joacă un rol central în abordarea noastră. În acest scop, introducem următoarele
elemente.

În cadrul de mai sus, obiectivul nostru este de a obt,ine o expresie pentru deri-
vata direct,ională a lui J̃ .
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Direcţii viitoare de cercetare

Din expresia derivatei vom obt,ine o metodă de tip gradient-descendent pentru
actualizarea centrului bilei care defines, te regiunea de control. Aceasta furnizează
pasul practic de optimizare utilizat în algoritmul numeric.

Ca o extindere a acestei analize, ne propunem de asemenea să studiem pro-
blema maximizării autovalorii principale, care este strâns legată de viteza cu care
are loc eradicarea. Mai precis, am dori să determinăm forma s, i pozit,ia optimă a
subdomeniului ω ⊂ Ω pe care act,ionează controlul, pentru a conduce populat,ia
de prădători spre eradicare, cât mai rapid posibil. Această problemă este strâns
legată de cea a controlului optimal, urmând o abordare similară celei din [11].

Stabilizarea la zero în ipoteze de regularitate mai slabe

Pornind de la rezultatele acestei lucrări, urmărim să relaxăm ipotezele de regulari-
tate asupra coeficient,ilor s, i datelor init,iale ale ecuat,iilor care descriu interact,iunea
pradă-prădător. În loc să solicităm ca coeficient,ii să fie continuu diferent,iabili,
vom lucra în ipoteze mai slabe. Pentru a compensa acest lucru, vom utiliza teh-
nici de comparat,ie între solut,ii ale operatorilor parabolici cu parametri mai put,in
regulat,i s, i cele corespunzătoare unor parametri suficient de regulat,i. Scopul este
de a obt,ine condit,ii mai slabe, dar în continuare relevante, necesare s, i suficiente,
care să determine când populat,ia de prădători este condusă la extinct,ie.

Stabilizarea la zero cu termeni diferit,i de răspuns funct,ional

Putem considera, de asemenea, situat,ia în care sistemul care descrie interact,iunea
dintre cele două populat,ii include termeni mai complecs, i, în care răspunsul funct,ional
la prădare este de tip Holling II. În acest caz, ecuat,ia care modelează evolut,ia
densităt,ii prăzii ar fi modificată sub forma

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

− α1 (x)h (x, t)

β1 (x)h (x, t) + θ1 (x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′.

Ultimul termen modelează pierderea prăzii datorată prădării. Fract,ia

α1 (x)h (x, t)

β1 (x)h (x, t) + θ1 (x, t)

descrie o rată de prădare care cres, te odată cu densitatea prăzii, dar apare o saturat,ie
la o valoare maximă, în loc să crească fără limită, ceea ce ar fi nerealist din punct
de vedere biologic.

În cazul introducerii unui termen de tip Holling III, termenul de prădare este
modificat prin înlocuirea lui h (x, t) cu h (x, t)2 atât în numărător, cât s, i în numitor,
astfel:

∂h

∂t
(x, t) = r(x, t)h(x, t)− g(x, t)h(x, t)2 + d1∆h(x, t)

− α1 (x)h (x, t)
2

β1 (x)h (x, t)
2 + θ1 (x, t)

∫
Ω
k(x, x′)p(x′, t)dx′.
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Rolurile lui α1 (x) , β1 (x) , θ1 (x) s, i ale termenului integral rămân aceleas, i ca în ca-
zul de tip Holling II. Ceea ce se schimbă fundamental este modul în care prădătorii
răspund la modificările densităt,ii populat,iei de dăunători.

Mai precis, în cazul termenului de tip Holling II, prădarea rămâne eficientă
la densităt,i mici ale prăzii, deoarece, de îndată ce prada este prezentă, prădătorii
încep să o consume cu o rată semnificativă. Termenul pătratic h (x, t)2 din cazul
termenului de tip Holling III introduce o realitate biologică foarte diferită: pră-
dătorii sunt mai put,in eficient,i atunci când prada este rară. Acest lucru poate re-
flecta mai multe fenomene reale, precum schimbarea prăzii (prădătorii se concen-
trează asupra unor surse alternative de hrană, mai abundente, atunci când prada
este rară), învăt,area de către prădători (prădătorii devin mai eficient,i în captura-
rea unei anumite prăzi doar după întâlniri repetate) sau pur s, i simplu reducerea
probabilităt,ii întîlnirilor dintre prădători s, i pradă la densităt,i mici, într-un con-
text spat,ial.
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