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Prezentare generala

Aceastd tezd este dedicatd studiului modelelor pradd—pradator cu efecte sezoniere
si mecanisme de control, cu un accent deosebit asupra eradicdrii uneia dintre cele
doua populatii din sistemul analizat. Lucrarea este organizatd in cinci capitole
principale:

Capitolul 1 introduce cadrul matematic al tezei si prezinta principalele modele
pradd-pradator considerate pe parcursul acestei lucrdri. Se formuleaza sisteme
de tip reactie-difuzie cu termeni de reactie atat locali, cat si nelocali, si se discuta
relevanta acestora in dinamica populatiilor. Reamintim apoi mai multe rezultate
cunoscute privind eradicarea pentru modele cu coeficienti independenti de timp.
In final, formuldm o clasa de noi probleme de eradicare care apar in prezenta unor
rate periodice in timp, oferind astfel cadrul pentru analiza dezvoltata in Capitolele
2 si 3.

Capitolul 2 este organizat dupd cum urmeazd. Sectiunea 2.1 prezintd for-
mularea problemei, incluzand sistemul de ecuatii cu derivate partiale studiat si
importanta sa. Sectiunea 2.2 este dedicatd studiului proprietdtilor fundamentale
ale solutiilor slabe ale sistemului prada—pradator in absenta controlului (adica,
atunci cand « = 0). In Sectiunea 2.3, deducem atat conditii necesare, cat si sufi-
ciente pentru eradicarea populatiei de pradatori sub actiunea unor controale ge-
nerale aplicate pradatorilor pe un subdomeniu w al intregului habitat .

Capitolul 3 continud cu Sectiunea 3.1, care trateaza eradicarea pradatorilor
in cazul unui control de tip recoltare aplicat direct populatiei de pradatori. In
Sectiunea 3.2, investigdm eradicarea pradatorilor atunci cdnd un control de tip re-
coltare este aplicat populatiei pradd, ceea ce conduce la o strategie de control indi-
rect. Aratdm apoi cd toate aceste probleme de eradicare sunt strans legate de sem-
nul autovalorii principale corespunzatoare unor operatori parabolici cu coeficienti
periodici in timp.

Capitolul 4 este dedicat eradicdrii unei populatii daundtoare prin strategii de
control biologic intr-un mediu sezonier. Sectiunea 4.1 introduce sistemul de reactie-
difuzie care modeleaz dinamica spatiald a populatiilor de pradi si pradator. In
Sectiunea 4.2, deducem o conditie suficientd pentru eradicarea populatiei dauna-
toare h prin intermediul unui bio-control de tip infuzie addugat populatiei de pra-
datori intr-un subdomeniu w. Sectiunea 4.3 stabileste o conditie necesard pentru
eradicare. Ca si in capitolul precedent, se arata cd aceste probleme de eradicare
sunt strans legate de semnul autovalorii principale corespunzatoare unor opera-
tori parabolici cu coeficienti periodici in timp.

Capitolul 4.3 prezinta posibile directii viitoare de cercetare, care includ con-
trolul regional al populatiei invazive prin optimizarea formei si amplasdrii regiu-
nii de control, rezultate de eradicare in ipoteze mai slabe de regularitate asupra
coeficientilor, precum si extensii ale modelului prin incorporarea unor raspunsuri
functionale de tip Holling II si III.

In final, Anexa reuneste mai multe definitii, rezultate tehnice si materiale auxi-
liare utilizate pe parcursul tezei. Pentru a pastra claritatea expunerii, aceste rezul-



tate sunt prezentate separat si includ demonstratii pentru argumente de monoto-
nie, precum si rezultate de convergenta pentru autovalori.

Rezultatele prezentate in aceasta lucrare constituie contributii originale la teo-
ria ecuatiilor diferentiale si a sistemelor dinamice, cu aplicatii in dinamica populatiilor
si in modelele prada-pradator.

Rezultatele originale sunt urmdtoarele:

in Capitolul 2:

* Lema 2.5 stabileste existenta, unicitatea si anumite proprietdti ale solutiei
slabe pentru sistemul pradad-pradator analizat.

¢ Teorema 2.6 furnizeaza o conditie necesara pentru eradicarea pradatorului,
in timp ce Teorema 2.7 oferd o conditie suficientd pentru realizarea eradicarii
atunci cand este implementat un control de tip impuls.

In Capitolul 3:

¢ Pentru controlul de tip recoltare, Teorema 3.1 furnizeaza conditia suficienta,
iar Teorema 3.2 furnizeaza conditia necesard pentru eradicare. In toate cazu-
rile, aceste conditii sunt caracterizate prin semnul unei autovalori principale
asociate unei probleme de autovalori adecvate.

* Atunci cand suntem interesati de eradicarea populatiei de pradatori in mod
indirect, prin actiuni asupra prazii, obtinem conditii suficiente pentru eradi-
care, date de Teorema 3.3 si Teorema 3.5.

in Capitolul 4:

e Teorema 4.3 oferd o conditie suficientd, iar Teorema 4.4 oferd o conditie ne-
cesard pentru eradicarea unei populatii de ddundtori prin intermediul unui
pradator, facand apel, din nou, la semnul autovalorii principale adecvate.

Rezultatele acestei cercetdri au fost publicate in reviste de prestigiu:

1. Sebastian Anita, Teodora Baciu, Vincenzo Capasso, Eradicating an alien preda-
tor population in a seasonal environment, Mathematical Methods in the Applied
Sciences (IF: 1.8, RIS: 0.913), 48 (8) (2025), 9126-9139, https:/ /onlinelib rary.-
wiley.com/doi/10.1002/mma.10785.

Aceastd lucrare a fost citatd de: Jodo Carlos Barreira, Maicon Sonego, Enri-
que Zuazua, Boundary and Interior Control in a Diffusive Lotka-Volterra Model,
Journal of Differential Equations, 466 (2026), https:/ /www.sciencedirect.com-
/science/article/pii/S0022039626001646.

2. Teodora Baciu, Eradicating a pest population via a predator in a seasonal environ-
ment, Discrete and Continuous Dynamical Systems, Series B (IF: 1.3, RIS:
1.066), 33 (2026), 92-109, https:/ /www.aimsciences.org/ /article/doi/10.393
4/dcdsb.2025145.
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Cateva dintre aceste rezultate au fost diseminate in cadrul urmatoarelor conferinte:

1.

International Scientific Conference “Mathematics & IT: Research and Edu-
cation” (MITRE), Editia a X-a, 26 - 29 Iunie, 2025, Chisindu, Republica Mol-
dova, https://mitre.usm.md/.

Titlul Prezentarii: Predicting predator extinction in space and time.

International Conference on Mathematical Methods and Models in Biosci-
ences and a School for Young Scientists (BIOMATH), 15 - 20 Tunie, 2025,
Sofia, Bulgaria, https:/ /www.biomath.bg/2025/.
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1 Introducere

Studiul dinamicii populatiilor constituie de mult timp o tema centrald in matema-
tica aplicatd, iar sistemele pradda-rdpitor reprezintd unul dintre cele mai naturale si
mai studiate cadre pentru modelarea interactiunii dintre doud specii. Atunci cand
se tine cont de eterogenitatea spatiald, difuzie si variabilitatea sezonierd, aceste
sisteme conduc la ecuatii de reactie-difuzie cu coeficienti periodici in timp, a cdror
analiza matematicd necesitd instrumente din teoria ecuatiilor cu derivate partiale.
Teza prezenta contribuie la acest domeniu prin dezvoltarea unui cadru matematic
riguros pentru analiza fenomenelor de eradicare in sisteme de tip prada-rapitor se-
zoniere, cu strategii de control localizate spatial intr-un subdomeniu w C 2, unde
(2 este habitatul celor doud populatii.

Cadrul matematic general si modelele abordate

Punctul de plecare il constituie sistemul prada-rapitor clasic Lotka-Volterra,
extins pentru a include eterogenitatea spatiald, difuzia si interactiunile nelocale,
ceea ce conduce la sisteme de reactie-difuzie definite pe un domeniu marginit 2 C
R? (sau R?) cu conditii la frontierd Neumann omogene.

Sistemul principal, analizat in Capitolele 2 si 3 ale tezei, are forma

' g’Z@;, £) = (2, Oh(,£) — g(z, (@, 6)® + di Ah(z, £)
—h(:):,t)/ k(z, 2)p(als ) da’, (2,8) € Q x (0,00),
Q

g]t)(:c,t) = —a(z,t)p(x,t) + deAp(z,t)

- /Q k2, 2)h( 8 da!, (2.8) € Q x (0, 00),
oh Op
%(x,t):%(x,t):(], (x,t) € 002 x (0,00),
h(z,0) = ho(z), p(z,0) = po(z), x €.

(1.1)

Aici h (z,t) si p(x,t) desemneazd densitdtile populatiei prada si, respectiv, pra-
dédtoare, r (z,t) este rata de crestere intrinsecd periodicd a prazii, a (z,t) este rata
naturald de descrestere a populatiei pradatoare, di,d> > 0 sunt coeficienti de di-
fuzie, iar nucleul k(z, z") descrie caracterul nelocal al preddrii si anume modul in
care un pradator aflat in locatia 2’ captureaza prada in locatia = si se intoarce la
locatia sa initiald. In acest context obiectivul este eradicarea populatiei diuni-
toare de praditori p si conservarea populatiei prada h.

Un al doilea sistem, analizat in Capitolul 4 al tezei, inverseaza obiectivul de
eradicare: prada h reprezinta acum o populatie parazita care urmeaza a fi eli-
minata prin introducerea unei specii de pradatori p, ce actioneazd ca agent de
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control biologic. Sistemul analizat are urmatoarea forma:

gil(aﬁ,t) = r(x, t)h(z,t) — g(x, t)h(z,t)* + diAh(z, 1)

(1) /Q k(w2 )p(a' )da!, (.1) € Q x (0,00) |

%(x,t) = —a(z,t)p(z,t) — §(x,t)p(ac,t)2 + doAp(z,t)
—|—coh($,t)/ k(z,z")p(2', t)dx’, (z,t) € Q x (0,00),
Q
oh Op B
%(x,t):%(x,t)—(), (x,t) € 902 x (0,00),
h(z,0) = ho(x), p(x,0) = po(x), x € Q.
(1.2)

Aici ecuatia pradatorului contine un termen logistic suplimentar g (z,t) p (x, )
si un raspuns functional nelocal diferit, dat de ¢ h(z,t) [, k(x, 2")p(2’,t) da’, care
reflecta ipoteza cd pradadtorii nu se intorc la locatia initiald dupd capturarea prazii,
ci rdman in regiunea ocupatd anterior de aceasta.

fn ambele configuratii, problema de eradicare este formulat ca zero-stabilizarea
populatiei tintd in L> (), pentru t — oo.

Strategii de control

Atunci cand ne intereseaza eradicarea (sau zero-stabilizarea) unei populatii de
pradatori sau daunatori printr-un control regional u, forma sistemului controlat se
modificd in functie de metoda de control aplicata.

O prima strategie consta aplicarea unui control direct de tip recoltare, care
actioneaza exclusiv asupra populatiei pradatoare p. Astfel, introducand u (z,t) :=
V¥ (z) 1, (z) p (z,t) In a doua ecuatie din (1.1), obtinem:

9p

5t (x,t) = —a(z, t)p(z,t) + doAp(z, t)

+ co p(x, t) /Q k(z',2)h(x' t) da’ — ¥ (2) 1y (x) p (x,t), (1.3)

pentru (z,t) € Q x (0,00). Aici 1, desemneazd functia caracteristicad a regiunii de
control w, iar ¥ reprezintd eficienta de recoltare, care variazid in functie de dome-
niul de actiune al controlului. Teorema 3.1 stabileste ca pozitivitatea autovalorii
principale \], a problemei de autovalori parabolice asociate, este suficientd pentru
eradicare, iar Teorema 3.2 furnizeaza conditia necesard corespunzdtoare.

Un alt tip de interventie este dat de controlul impulsiv, care modeleazi o eli-
minare locala instantanee a indivizilor pradatori. Astfel, introducand u (x,t) :=
—po(z)1y, (z) 0o (t) + ui(x,t) in a doua ecuatie din (1.1), obtinem:

Op

E(x,t) = —a(z,t)p(x,t) + doAp(z, t)
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+ co p(x, t) /Q k(z',2)h(2' ) dx’ — po(z) 1y (x) 8o (t) + up(x,t), (1.4)

unde o (t) este functia Dirac, iar ui(-,t) € (H'(2))* este o functionald liniara
definitd corespunzator. O conditie necesara pentru eradicarea pradatorilor este
obtinutd in Teorema 2.6, iar Teorema 2.7 furnizeaza o conditie suficienta.

Alternativ, putem utiliza un control indirect de tip recoltare, usor de imple-
mentat, care actioneaza asupra prdzii h, pentru a eradica populatia de pradatori
p. Astfel, introducand u (z,t) := —yV (z) 1, () h (z,t) In prima ecuatie din (1.1),
obtinem:

%(l’,t) =r(z,t)h(z,t) — gz, t)h(x, t)2 + d1Ah(z,t)

— h(z,t) /Q k(z,z")p(z',t)dz’ — ¥ (z) 1y, (z) h (x,t), (1.5)

pentru (z,t) € Q x (0,00). Aceasta este o strategie de control indirectd deoarece,
prin suprimarea populatiei pradd in w, pradatorii sunt privati de hrand si sunt
condusi spre extinctie, dar fdrd a se compromite viabilitatea populatiei prada.
Conditii suficiente pentru eradicarea pradatorilor in acest context indirect sunt
obtinute in Teoremele 3.3 si 3.5.

In sfarsit, daci lucram cu un control direct de tip infuzie, care actioneazi ex-
clusiv asupra pradatorilor p, pentru eradicarea populatiei parazite h, si introdu-
cem controlul u (z,t) := +y¥ (x) p (z, t) in a doua ecuatie din (1.2), atunci obtinem:

9p

ot ($v t) = —a(w, t)p(l‘, t) - §(x7 t)p(.%‘, t)2 + dQAp(x> t)

Faop@t) [ M b O £ 9W @t (16)
Q
pentru (z,t) € Q x (0,00). Aici 7 cuantificd efortul de infuzie, iar ¥ reflectd

eficienta acestui efort. Teorema 4.3 stabileste o conditie suficientd pentru eradica-
rea ddundtorului, iar Teorema 4.4 furnizeaza conditia necesara corespunzdtoare.






2 Stabilizarea la zero a unei populatii invazive de pradatori
intr-un mediu sezonier: control direct

2.1 Formularea problemei

Scopul acestui capitol este de a extinde analiza realizatd in [11] si se axeazd pe
eradicarea unei populatii de ddundtori ce functioneaza ca pradator al unei specii
pradd. Consideram un sistem prada-prdaddator a cdrui dinamicd este descrisa de
urmadtorul sistem de reactie-difuzie cu termeni de reactie nelocali

%(m,t) = r(x, t)h(z,t) — g(x, t)h(z, 1)
+d1Ah(z,t) — h(z,t) /Q k(z,2")p(2', t)da’, (x,t) € Q,
%(l‘,t) = —a(x, t)p(z,t) + doAp(z,t) 2.1)
+co p(z,t) /Q k(z',x)h(2', t)da', (z,t) € Q,
gZ(x,t) = 8—2(3:715) =0, (z,) € 2,
h(x,0) = ho(z), p(x,0) = po(x), reQ.

Aici Q C RY este un domeniu marginit (unde N € {2,3}), cu frontiera 92 neteda
(de clasd C™); Q = 2 x (0,00); X = 9 x (0, 00).

Termenii h(x,t) si p(x,t) desemneazd densitdtile populatiilor pradd, respec-
tiv praddtoare, intr-un punct z si la momentul ¢. De asemenea, ho(x) si po(z) de-
semneazd densitdtile initiale ale populatiilor pradd, respectiv pradatoare, intr-un
punct z € ).

Operatorul Laplace modeleaza dispersia aleatoare a celor doud populatii in
habitatul lor €2. Conditiile omogene la frontierd, de tip Neumann, exprima fap-
tul ca presupunem absenta oricarui flux al populatiilor prin frontiera habitatului.
Coeficientii de difuzie, d; si da, sunt considerati constante pozitive. Astfel:

* r(z,t) desemneazad rata naturald de crestere a populatiei prads;

* a(z,t) desemneazd rata naturald de descrestere a populatiei pradatoare (care
corespunde cazului pradatorilor specializati, atunci cand a este pozitiva peste
tot);

* g(x,t) desemneaza coeficientul termenului logistic (gh?) pentru populatia
prada;

* k(z,2') desemneazd rata de capturare a unei prazi aflate in locatia « de catre
un praddtor aflat in locatia =’



2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Ca o primad generalizare, parametrii sunt acum considerati dependenti de timp,
periodici, cu o perioadd 7" de un an. Spunem cd o functie ¢ este periodicd, de
perioadd 7' > 0 (sau T'—periodicd), dacd ¢ (z,t) = ¢ (z,t + T'), pentru orice (z,t) €
Q.

O modificare suplimentara fatd de problema tratatd in [11] priveste operato-
rul nelocal care descrie pradarea: in [11] pradatorii urmaresc prada (pradatorii se
deplaseazd dintr-o locatie z’ pentru a captura o prada aflata in locatia x si nu se in-
torc in locatia lor initiald); aici pradatorii aflati initial in locatia z’, dupd capturarea
indivizilor din locatia x, se intorc in locul din care au plecat. Acesta este motivul
pentru care modelul se inspird dintr-un fenomen natural, precum o populatie de
carnivore care vaneazd ierbivore. Carnivorele tind sa se deplaseze pentru a vana
intr-o anumitad zond, dar apoi se intorc in locatia lor initiald, deoarece isi lasad puii
in urma (a se vedea operatorul integral care descrie pradarea in (2.1)). Populatia
prada capturatd este transformatd in biomasa printr-o rata de conversie co > 0.

Observam ca h(z,t) [, k(x,2")p(2’, t)dz’ reprezintd densitatea populatiei prada
capturatd in locatia  la momentul ¢; aceasta poate fi scrisd sub forma h B (p).
Raspunsul functional la pradare, dat de cop(x,t) [, k(z', z)h(z', t)da’, reprezintd
cresterea populatiei de pradatori datoratd praddrii; aceasta poate fi scrisd sub forma
cop B* (h), unde B este un operator liniar si marginit intr-un spatiu functional
adecvat (care este L%(Q2)); acesta nu este autoadjunct (B* desemneazi adjunctul
sau).

Obiectivul nostru este de a investiga posibilitatea de a eradica (stabiliza la
zero) populatia de prddatori printr-un control u care actioneaza direct asupra
populatiei de pradatori p. Vom ardta cd eradicarea populatiei de pradatori este
legata de semnul autovalorii principale a unei anumite probleme parabolice peri-
odice in timp.

Sistemul controlat poate fi scris sub forma

' %(m) — r(w, A, ) — g, O h(x, 1)?
+diAh(z,t) — h(a:,t)/ k(z, 2" )p(a' t)da', (x,t) € Q,
Q
Jp
5(% t) = —a(z, t)p(x,t) + doAp(z,t) 2.2)
+cop(z,t) /Q k(z',2)h(2' t)dx' + u(z,t), (z,t) € Q,

Oh dp
%(x,t) = %(:c,t) =0, (x,t) € &,
h(z,0) = ho(z), p(z,0) = po(z), z €N

iar eradicarea populatiei de pradatori prin controlul u ihseamnd ca

p(-,t) = 0, 1In L>(Q), pentrut — oo,

12



2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

unde (h,p) este solutia lui (2.2). Observam cd aceasta este o problemd de zero-
stabilizabilitate cu restrictii asupra stdrii, deoarece h(x,t), p(x,t) sunt densitati ale
populatiilor, deci trebuie sa fie nenegative.

Existd in literatura matematica mai multe rezultate privind stabilizabilitatea
sistemelor de tip reactie-difuzie cu restrictii asupra stdrii; a se vedea, de exemplu,
[13], [11] si referintele continute acolo. Dupa cunostintele noastre, toata literatura
citatd trateazd rate (coeficienti) independente de timp sau independente de spatiu.
Deoarece dinamica sistemelor prada-praddtor este supusd in mod natural unei
dependente sezoniere (prin ratele r, g, a), este o motivatie bund pentru a impune
ca aceste rate sd fie periodice in timp (si dependente de spatiu).

O particularitate a aborddrii noastre consta in analiza eradicdrii populatiei de
praddtori prin actiunea intr-o submultime (posibil) micd w a intregului habitat €
(astfel incat costurile de implementare a controlului sad fie mici). Aici w este o
multime deschisd, cu frontierd de clasa C*°, astfel incat w CC Qsi 2\ @ este un
domeniu.

In cele ce urmeaza vom lucra cu urméitoarele ipoteze:
(A1) r,g,a € CYQ), T € (0,00),
r(z,t+7T)=r(z,t), glx,t+T)=g(xt), alz,t+T)=alxt), (2.3)
pentru orice (z,t) € Q.
Existd ro € C([0,00)), ro(t +T') = ro(t), pentru orice ¢t > 0 astfel incat

T
r(z,t) > ro(t), pentruorice (z,t) € Q si / ro(t)dt >0 (2.4)
0

(aceastd ultima ipoteza asupra lui ro implica faptul ca populatia prada per-
sistd In absenta pradatorilor).

Existd o constantd p, € (0, co) astfel incat
g(z,t) > py, pentruorice (z,t) € Q, (2.5)

ceea ce Inseamnd cd avem un termen logistic nenul in orice moment. Acesta
poate fi foarte mic, dar este nenul, adicd exista competitie intre indivizii
populatiei & in orice moment. Astfel, orice numéar mic de indivizi care in-
teractioneazd intre ei, concureaza totusi pentru resurse;

(A2) k€ CHQ x Q), k(z,2") > 0, pentru orice (z,2") € Q x Q, ¢y € (0,00);
(A3) hg,po € L>=(2) siho(z),po(x) > 0,ap.t.z €

Dacéd privim p ca densitatea unei populatii ddundtoare strdine, atunci ne inte-
reseazd sa stim daca existd un control u ce actioneazd in w (intr-un anumit spatiu
functional) astfel incat solutia (intr-un anumit sens) (h"%, p*) alui (2.2) sau a lui (2.1)
(modificat ulterior fie ca in (1.3), fie ca in (1.5)) sa satisfaca h"(x,t), p*(x,t) > 0,
pentru orice z € Qsit > 0, si limy_,o0 p¥(+,¢) = 0, intr-un spatiu functional adec-
vat.
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2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Definitia 2.1 Populatia de priddtori este eradicabili (zero-stabilizabili), dacd pentru orice
ho, po ce satisfac (A3), existd un control u, ce actioneazd in w, astfel incat

h'(x,t), p*(x,t) >0, ap.t. xeQ, pentruoricet > 0, (2.6)
si
tlggop (,t) =0 in L>(Q). (2.7)

2.2 Proprietati fundamentale ale solutiei slabe pentru un sistem general
prada-pradator

Vom ardta In aceastd sectiune cd, in ipoteze mai generale asupra ratelor, existd o
unicd solutie slabd a lui (2.1) cu componente nenegative si local esential marginite

in Q.

Pentru inceput, sa consideram urmatorul sistem de tip reactie-difuzie

ag:(ﬂfﬂf) = diAwy(z,t) + Ly (z, t)wi(x, t) + Liz(z, t)wa(z, )

+f1($7t)7 (:Eat) € Q7
%(ZEJ) = doAwsy(x,t) + Loy (x, t)wy(x, t) + Loo(x, t)wa(x,t)

+fa2(z,t),  (z,1) € Q,
8w1 £ = 8w2 H=0 . >
B (@0 = 5 @0 =0 (,t) € X,
wi(z,0) = wor(x), wa(x,0) =we(x), reN.

2.8)

Definitia 2.2 Fied, T € (0,00),a € L™(Q x (0,T)), f € L*(0,T; (H' (Q))*) si date
initiale yo € L? (Q). Sd reamintim cii o solutie slabi pentru problema

%(w,t) = a(z,t)y(z,t) + dAy(x,t) + f(2,t), (2,t) € Q2 x (0,T),
g—i(m,t) =0, (w.t) e 00 x (0,7), (@9
y(x,0) = yo(z), z €,
este o functie y care satisface
(i) y € L*(0, T3 H' (2)) N C([0,T): L* () ) NW2(0, T; (H' (2)));
(i) <(§Z(t),v> :Aa(x,t)y(x,t)v(x) dm—d/QVy (x,t)- Vo (x)de+(f (t),v),

ap.t. t € (0,T) si pentru orice v € H' () (aici (-,-) reprezintii asocierea dintre
(H' ()" si H (Q));

14



2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

(7i1) y(z,0) = yo (x), a.p.t. x € Q.

Remarca 2.3 Din [27, Théoréme X.9, J. L. Lions] obtinem cd, pentru orice functie
a € L®(Q x (0,T)), f € L*(0,T; (H* ())*) si datd initiald yo € L? (), problema
(2.9) admite o unicd solutie slabd y.
Mai mult, daca yo € L? (Q) si f € L*(0, ;L% (Q) ), atunci solutia slab4 y satis-
face, in plus (a se vedea [18]), cd
() v € AC((0,T); L2(Q)) N L, (0, T); HA(©);

loc

oy ~

(59) a(x,t) = o (z,t)y (z,t) + dAy(z,t) + f(z,t), apt (z,t) € 2 x (0,T);
(jj7) %(x,t) =0,ap.t. (z,t) € 02 x (0,T).

Daca y este o solutie slab a lui (2.9) pentru orice T € (0, 00), atunci spunem ca
y este o solutie slabd a lui (2.9) pentru T" := oo.

Daca se considerd alte conditii la frontierd omogene, atunci se poate defini in
mod analog o notiune de solutie slaba. Sistemul (2.8) este format dintr-o pereche
de ecuatii parabolice liniare precum (2.9) (unde d := dy,a = 0, f := Ljjw; +
Ligws + f1,y0 := wo1 sid := da, f := Lojwy + Laowa + f2,%0 := wo2, respectiv) si
astfel o solutie slabd (wy, w2) a lui (2.8) este o pereche de douad solutii slabe pentru
doud ecuatii parabolice, pentru orice 7' > 0, respectiv.

Rezultatul urmator se bazeaza pe [46, Theorem 10.11].

Lema 2.4 Fie wo1, w2 € L*(2), Lij € LS. (Q x [0,00)), f; € L2 (2 x [0,00)), pentru
i,j € {1,2}, ce satisfac

wo1 (:E),woz(l‘) >0, El.p.t. r €, le(l‘,t), Loy (:U,t) >0, a.p.t. (:L‘, t) € Q

si
fi(z,t), fa(z,t) > 0, ap.t. (z,t) € Q.
Atunci existd o unicd solutie slabd (wy, w2) a lui (2.8) cu ambele componente nenegative.
In plus, pentrui = 1,2,

() wi € AC((0,50); LA(R)) N L2, ((0, 00); HA(Q)):

loc

ow;
OUZ (x,t) = diAw;(z,t) + Lit(x, t)wi(z,t) + Lia(z, t)wa(x, t) + fi(x,t), a.p.t.

(z,1) € Q;

8wi

(jij) n (z,t) =0,ap.t. (x,t) €X.

572
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2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Sd revenim la proprietdtile fundamentale ale solutiei slabe a sistemului prada-
praddtor (2.1) (modificat fie ca in (3.1), fie ca in (3.2)).

Putem privi un astfel de sistem ca o pereche de doud ecuatii parabolice precum
cele din (2.9) (unde d, f, yp sunt alese in mod convenabil). Asadar, o solutie slaba
a unei astfel de probleme este o pereche de doud solutii slabe pentru ecuatiile
parabolice corespunzatoare.

In mod analog, o solutie slaba a lui (2.1) poate fi definiti corespunzitor unui
interval de timp finit [0, 7 si lui Q7 si X5, inlocul lui @ si X.

Lema urmatoare stabileste existenta si unicitatea unei solutii slabe cu compo-
nente nenegative si local esential marginite in () pentru sistemul (2.1), in ipoteze
mai putin restrictive asupra datelor de intrare (in locul lui (A1) si (A2))

(A1) r,g,a € L°(Q),

loc

g(x,t) > pg >0, apt (z,t) €Q;

(A2) ke L>®(Q xQ), k(z,2") > 0,a.p.t (z,2) € Q2 x Q.

Lema 2.5 Dacii (A1), (A2), (A3) au loc, atunci sistemul (2.1) admite o unicil solutie
slabit (h,p), cu ambele componente nenegative si local esential mdrginite in Q (adici
h(z,t),p(z,t) > 0,a.p.t. x € Q, pentru oricet > 0,si h,p € LY (Q)).

loc

In plus

()" h,p € AC((0,00); L*(2)) M Li,((0, 00); H*());

loc

?Z(m,t) = r(z,t)h(z,t) — g(x, t)h(z, 1) + dy Ah(z,t)
—h(x,t)/ k(z,2"\p(2',t)dz’, apt. (z,t) € Q,
v Q
(j) ap
E(%t) = —a(z,t)p(x,t) + doAp(z,t)
+cop(x,t)/ k(z',z)h(z',t)da’, apt (z,t) € Q,
Q
Gjj)” gii(a:,t) =0, gi(x,t) =0, apt (z,t)eX.

2.3 Eradicarea pradatorilor in cazul unui control cu actiune directa

Revenim la cazul ipotezelor (A1) - (A3). In aceasts sectiune, investigam eradicarea
populatiei de pradatori in conditii specifice. Pentru a realiza acest lucru, ne bazam
pe Teorema 5.5. Totusi, acest rezultat se aplicd numai ecuatiilor cu coeficienti peri-
odici, ceea ce nu este cazul coeficientului din termenul de reactie din ecuatia (2.1)
satisfacutd de p. Pentru a depdsi aceastd limitare vom utiliza comparatii adecvate
pentru h sip.
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2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Fie v un control astfel incat (2.2) admite o unicd solutie slaba (h, p) cu compo-
nente nenegative si local esential marginite in Q).

Fie h solutia slabd nenegativa si local esential marginitd in () a urmatoarei
ecuatii parabolice

g]z (w,t) = r(x,t)h(z,t) — g(x, t)ﬁ(au,t)2 +diAh(z,t), (z,t) € Q,

oh B (2.10)
5. (@0 =0, (z,1) € X,
?L(.%,O):Bo(x), T € €,

unde hg € C%(Q), ho(x) > 0, pentru orice = € Q, ho nu este identic 0 si aho( )=20
pentru orice x € 0f2.

Obtinem existenta si unicitatea solutiei slabe pentru (2.10), cu componente ne-
negative si local esential marginite in @, prin Lema 2.5. Observdm c& h este o
solutie slaba in sensul Definitiei 2.2, si satisface de asemenea conditiile mai tari
mentionate in Remarca 2.3. Aplicand Propozitia 5.4 problemei (2.10), obtinem ca
h este o solutie global regulata, ceea ce inseamna ci

— _ 2+7771+ﬂ —
heCx[0,00)NC,. > x(0,00)), cune(0,1) (2.11)
si satisface, de asemenea, (2.10).
Observam cd, daci consideram h(z,0) def l|holl L (Q) atunci, utilizand princi-
piul de comparatie, rezultd ca
0<h(z,t) <h(xt), ap.t zecQsipentruoricet > 0. (2.12)

Aplicand (i3) din Teorema 5.6 problemei (2.10) obtinem existenta unei unice solutii
global regulate, netriviale, pozitive, T'—periodice, h* pentru

%(x,t) = r(z,)h*(x,t) — g(x, t)h* (2, t)* + d1 AR (2,1), (z,t) € Q,

oh* B (2.13)
an (Iat) - 07 (l’,t) S E,
h* (z,t) = h* (2, +T), (z,t) € Q
astfel Incat
tlggo Hh —h* (- HC @ = =0. (2.14)

Pe langa faptul cd este o solutie global regulatd, deoarece h* este o functie perio-
dicd, avem de asemenea cd

h* e O3 (Q x [0,00)), pentruuny € (0,1).

Sa evidentiem cateva proprietdti ale functiei ~2*. Din rezultatul mentionat mai sus
obtinem ca h* (¢, ) > 0, pentru orice (z,t) € (). Dar h* este de asemenea o solutie
global regulata, deci este continua pe Q).

17



2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Deoarece h* este periodicd, rezultd cd existd h? > 0, astfel incat
h* (z,t) > h® > 0, pentru orice (z,t) € Q. (2.15)

Prima parte a acestei lucrdri este dedicatd studiului mai multor proprietiti ale anu-
mitor probleme de autovalori, care vor fi esentiale in stabilirea rezultatelor princi-
pale ale acestui capitol.

Sd consideram urmdtoarea problema de autovalori:

(%2 (0,1) = —ala, (. 1) + dsAp(a 1)
+eop(z, t) /Q k(o 2)h* (2, t) d’
+Ap (z,1), (z,t) € (2\©) x (0,00),
g%(x, t) =0, (z,t) € 8Q x (0,00),
o(z,t) =0, (z,t) € Bw x (0, 00)
o(a,t) = p(z,t +T), (1) € (Q\ @) x (0, 00).

(2.16)
Se poate observa mai intai ca problema (2.16) este un caz particular al urmatoarei
probleme de autovalori

( 8(;: (x,t) — a(z, t)p(x,t) — doAp(z,t) = Ap (x,t), (z,t) € (2\ @) x (0,00),
g—i(q:,t) =0, (z,t) € 09 x (0, 00),
p(z,t) =0, (z,t) € Ow x (0,00),
o(z,t) = oz, t+1T), (z,t) € (\ @) x (0,00),

(2.17)
unde a satisface regularitatea lui a din (A1). Intr-adevar (z, ) Jo k(&' z)h* (2, t)da
este o functie T-periodica si de clasd C! pe Q, si astfel obtinem concluzia.

Pentru orice a de acest tip, problema (2.17) admite o autovaloare principald A7 si
o autofunctie pozitivad corespunzdtoare ¢j .

Sd subliniem cd ¢, este, de asemenea, o solutie global regulatd. Aceasta se
intampld deoarece operatorul parabolic are un efect de regularizare, care asigura
cd solutia ¢}, devine suficient de netedd (deoarece frontiera este suficient de ne-
tedd; pentru detalii, a se vedea [49, Section 7.2]). O alta abordare este de a observa
cd solutia asociatd ¢}, a problemei (2.17), corespunzdtoare lui A7, este o solutie
global regulata, datorita [32, Corollary 24.4] .

Teorema 2.6 Fie (ho,po) care satisfac (A3), si presupunem cd existd my, mq doud con-
stante pozitive astfel incat

ho(z) > mi, po(x) > ma, ap.t xzeld
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2. Controlul direct al unei populatii invazive de pradatori

Daci existi un control u € L2, (Q), care actioneazd numai in & (numit control stabi-
lizator), astfel incdt (2.2) admite o unicd solutie slabid cu componente nenegative si local
esential marginite (in Q) (h, p) si astfel incit
lim p(-,t) =0, in L(Q), (2.18)
t—o00
atunci
AY > 0.

Teorema 2.7 Daci \Y > 0, atunci o conditie suficientd pentru eradicarea populatiei de

praddtori se obtine printr-un control impulsiv u, adicd solutia slabi (h,p) a lui (2.2), cu
componente nenegative si local esential mdrginite in @, satisface (2.7).

19






3 Stabilizarea la zero a unei populatii invazive de pradatori
intr-un mediu sezonier: strategii alternative de control

In acest capitol vom investiga mai intai posibilitatea de a eradica populatia de
prddatori utilizand un control ce actioneaza in w, cu o structura de recoltare simpla
si usor de implementat. Vom incepem prin a considera un control aplicat numai
populatiei de pradatori, iar ulterior, vom studia un control care actioneaza exclusiv
asupra populatiei pradd. Ne propunem sa reducem prada in intreg domeniul 2
pand la un nivel care nu mai poate sustine pradatorii, utilizdind un control care
actioneazd in submultimea w. Suntem interesati in mod deosebit dacd eradicarea
pradatorilor poate fi atinsd pdstrand in acelasi timp populatia prada.

In primul caz, a doua ecuatie a sistemului (2.1) este modificata astfel

g]:(a:,t) = —a(x, t)p(z,t) + doAp(z,t) (3.1)

+ cop(zx,t) /Q k(z',2)h(z' t)dz' — ¥ (z) 1, (z) p (z,1),

pentru (z,t) € Q, unde 1,, este functia caracteristica a lui w.

In al doilea caz, prima ecuatie a sistemului (2.1) este modificatd astfel

%(aj,t) =r(z,t)h(z,t) — g(:n,t)h($,t)2 + d1Ah(x,t) (3.2)

— h(z,t) /Q k(z,2")p(2', t)da’ — ¥ (z) 1y, (x) h (z,t),

pentru (z,t) € Q.

Strategia noastrd este de a reduce populatia de praddtori utilizdnd un control
biliniar cu o structurd simpla: fie u := —yW¥ p, fie u := —yW¥ h. Aici ¥ este o functie
astfel incat 1,¥ € C1(Q) siy € [0,00). Astfel ¥ reprezintd rata de recoltare a
populatiei de pradatori, v desemneaza efortul de recoltare implementat, in timp
ce W reflectd eficacitatea recoltdrii, care poate depinde de morfologia habitatului.

De exemplu, putem considera ¥ astfel incat

U eCl(Q),
1>T(x) >0, pentruz € w, (3.3)
U(x) =0, pentruz € Q\ w,

si astfel ¥(z)1,(z) = ¥(zx), pentru orice z € . In particular, aceasta inseamna
cd eficacitatea efortului de recoltare este 0 pe frontiera lui w. Efectul interventiei
nu este la fel de puternic in apropierea frontierei domeniului w unde actioneaza
controlul. De exemplu, sd presupunem cd o substantd toxica este folositd pentru
a elimina indivizi din populatia de pradatori in interiorul lui w, si este aplicata in
centrul lui w, unde efectul sdu este maxim (aplicarea acesteia in apropierea sau
pe frontiera lui w ar irosi o parte din potentialul ei, deoarece substanta actioneaza
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numai in interiorul lui w). Astfel, pdnd cand ajunge la frontiera domeniului, in-
tensitatea sa se va fi diminuat in comparatie cu punctul de aplicare, datoritd, de
exemplu, disiparii sau prezentei unor surse de apa care o neutralizeaza complet.
Ca rezultat, mai putini indivizi sunt eliminati in apropierea frontierei, motiv pen-
tru care functia V ia valori mai mici acolo.

Dacéd un control u(z, t) actioneazd in subregiunea spatiald w, utilizim conventia

o

cd
1y(z)u(z,t) =0, pentruz e Q\w,

chiar dacd u nu este definit pentruz € Q \ w.

In ambele cazuri, teorema de punct fix a lui Banach asigura faptul ca sistemul
(2.1) modificat fie ca in (3.1), fie ca in (3.2), admite o unica solutie slaba (h,p) cu
componente nenegative, care sunt de asemenea local esential marginite in Q.

Pe parcursul acestui capitol, presupunem ca ipotezele (A1) - (A3) din Capitolul
2 au loc.

3.1 Eradicarea pradatorilor supusi unui control de tip recoltare

In aceasta sectiune, investigam eradicarea pradatorilor utilizdnd un control de tip
recoltare care actioneaza asupra pradatorilor.

Pentru un v > 0 fixat consideram urmatorul control feedback de tip recoltare
dat de

U(.T,t) = _’ylll (-’E)p(ﬂ?,t), (CC,t) € Qv (34)
unde ¥ satisface (3.3). Aici ¥ reprezinta eficacitatea efortului de recoltare pentru
populatia de pradatori.

Sistemul pradd-pradator controlat devine

g?(x, t) = r(z, t)h(z, t) — g(z, t)h(z, t)* + dy Ah(z, t)

—h(x,t)/Qk(x,x’)p(x’,t)dx’, (z,t) € Q,

0
a—]tg(az,t) = —a(z, )p(a, t) + doAp(a, )
+Cop($> t) k’(l’l, x)h(x', t)dl’l - ’7\11 (l’)p (:B: t) ’ (1}, t) € Qa
Q
oh Op
%(x,t)—%($,t)—0, (.’L',t) EZ;
h(z,0) = ho(x), p(z,0) = po(z), x €.
(3.5)
Fie (h, p) solutia slabd a lui (3.5) cu componente nenegative si local esential margi-
nite in Q.
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Pentru e > 0 si v > 0 arbitrari, dar fixati, considerdm urmadtoarea problema de
autovalori

%2 (0,1) = —ala, pla, 1) + dsp(a, 1) 7 (2) p (2,1)

Feop(a. )| /Q ko, ) (@ t)de’ + €] + Ap (2,1), (2,1) € Q,
% @ =0, (2,1) € %,
p(z,t) = p(z,t+T), (z,t) € Q,

(3.6)
unde h* este definit in Capitolul 2.

Se poate observa mai intai cd problema (3.6) este un caz particular al urmdtoa-
rei probleme de autovalori

%2 (@,1) = —alw, 0p(n,1) + gl ) + g (1), (2,1) € Q)
g%(%ﬂ =0, (x,t) € %, (37)
gp(l‘,t):go(x,t—l-T), (Hﬁ,t) € Q,

unde a satisface regularitatea lui a din (A1). Intr-adevar (z,t) — [, k(z/, 2)h*(2/, t)da’
si (z,t) — ¥ (x) sunt amandoud functii de clasd C! pe Q si astfel obtinem con-
cluzia.

Pentru orice astfel de a, problema (3.7) admite o autovaloare principald \; si o
autofunctie pozitivd corespunzitoare ¢ (care este global regulatd; a se vedea [36])
care satisface

o} (z,t) > mo >0, pentruorice (r,t) € Q. (3.8)

Nicio altd autovaloare nu admite o solutie pozitiva.
Existenta si unicitatea autovalorii principale si a unei autofunctii pozitive co-
respunzdtoare pentru (3.7) a fost demonstratd in [32].

Fie A\]° autovaloarea principald pentru (3.6). Este evident cd A\]° = A] — cpe
(unde folosim notatia simplificats A} pentru A]"°). Fie ¢} (notatd in cele ce ur-
meaza prin ¢%) o autofunctie pozitivd pentru (3.6) corespunzdtoare lui A\{"*. Este
evident cd ¢]"? este 0 autofunctie pentru (3.6) corespunzitoare lui ¢ = 0 si autova-
lorii A7

Semnul autovalorii principale A va prezenta un interes deosebit in investiga-
rea eradicarii pradatorilor.

Teorema 3.1 Dacit \] > 0, atunci o conditie suficientd pentru eradicarea populatiei de
priditori se obtine prin controlul feedback u dat de (3.4), adici solutia slabi (h,p) a lui
(3.5) cu componente nenegative si local esential marginite in () satisface (2.7).
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3. Strategii alternative de control

Sd spunem cateva cuvinte despre o conditie necesara pentru eradicarea pra-
datorilor. Pentru un ¢ > 0 suficient de mic, arbitrar dar fixat, si ¥ > 0, consideram
urmadtoarea problemad de autovalori
( 880

ot (l’, t) = _a(xa t)(p(l', t) + d2A90($a t) - Vlll(m)‘p($a t)

+coc,0(x,t){/Qk(x’,x)h*(x’,t)d:z/

—e[kll ey (11 (@) + Dm(R)] +A¢ (2,8), (2,1) € Q,

g—i(x,t) 0, (z,1) € %,
o(x,t) = p(x, t+T), (x,t) € Q.
(3.9)

Fie
A=+ coel| k| Lo xa) (1" || Lo (@) + 1)m(£2)

autovaloarea principald pentru (3.9) si ] 0 autofunctie pozitiva corespunzitoare
pentru (3.6), cue = 0.

Teorema 3.2 Fie (ho,po) care satisfac (A3), si presupunem cd existd my, ms doud con-
stante pozitive astfel incit

ho(z) > m1, po(z) > me, apt.xeQ (3.10)

si fie (h, p) unica solutie slabi a lui (2.2) cu componente nenegative si local esential mdr-

ginite in ), corespunzitoare controlului feedback v dat de (3.4). Dacd
p(,t) =0 inL>(Q), pentrut — oo, (3.11)
atunci
Al >0.
3.2 Eradicarea pradatorilor printr-un control de tip recoltare aplicat asu-
pra prazii

In aceasta sectiune, investigam eradicarea pradatorilor utilizdnd un control de tip
recoltare care actioneaza asupra prazii. Abordarea se concentreaza pe reducerea
populatiei prada panad la un nivel care nu mai poate sustine populatia de pradatori.

Presupunem cé existd o constantd pozitivd m; astfel incat
ho(z) > my, ap.t. zeQ. (3.12)
Pentru un v > 0 fixat, consideram controlul feedback de tip recoltare dat de
u(x,t) ;= —y¥ () h(z,t), pentru (z,t) € Q,

unde ¥ satisface (3.3).
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3. Strategii alternative de control

Folosim acelasi simbol ¥ ca in Sectiunea 3.1, dar aici acesta reprezintd eficaci-
tatea efortului de recoltare pentru populatia prada.

Sistemul prada-pradator controlat devine

g}tl(x,t) =r(x,t)h(z,t) — g(a:,t)h(x,t)2 + di Ah(z,t)

(1) /Q k(s 2 )p(a! s ) da’ — U () B (2,1), (2,1) € Q,

D (2,1) = —ala, Op(z 1) + doApe, 1)

+cop(x,t)/Qk(x',x)h(x’,t)daz', (z,t) € Q,
oh _Op B
%(ib,t) - %(IE’t) - 07 (ZL‘,t) € Ev
h(xa()) :h0($), p(x,()) :p0(x)7 z €.

(3.13)
Fie (h,p) solutia slaba a lui (3.13) cu componente nenegative si local esential mar-
ginite in Q).
Fie h. solutia slabd nenegativi si local esential mérginitd in Q a urmatoarei
ecuatii parabolice

aa];l(x,t) = T(‘/th)ﬁ(l‘,t) — g(aj,t)ﬁ(a:ﬂj)2 + dlAiL(ﬂS‘,t)

_’7\1/ (33) }_L('rvt)a (l‘,t) € Q7

B (3.14)
oh
5, (1) =0, (z,1) € %,
h(2,0) = [|ho|| oo () (z,t) € Q.
Principiul de comparatie pentru ecuatii parabolice implica faptul ca
0 < h(z,t) <h,(z,t), apt z€Q, pentruoricet > 0. (3.15)

Sé consideram urmadtoarea problema de autovalori asociatd problemei parabolice
(3.14), data de

0% (0.1 = ()G, 1) + A1) — 7 (@) (1) i (1), (1) € @
gz(x,t) =0, (x,t) € X,
C(z,t) =C(z,t+T), (x,t) € Q

(3.16)
si fie u] autovaloarea principald pentru (3.16).

Dacd p] < 0, atunci, aplicAnd punctul (i3) din Teorema 5.6 problemei (3.14),
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3. Strategii alternative de control

rezultd cd existd o unicd solutie global regulatd, netriviald, pozitivd, b pentru

88]?(37,15) = r(x, t)h*(z,t) — g(x, t)h* (z,t)>
- +d1 AR (z,t) — ¥ (z) h* (z,t), (x,t) € Q, (3.17)
a—n(x,t) =0, (x,t) € X,
( h* (z,t) =h* (z,t+T), (x,t) € Q,
care satisface
hy (-,t) = BZ (1) = 0, InC (), pentrut — oco. (3.18)

Daca p] > 0, atunci, aplicand punctul (i) din Teorema 5.6 problemei (3.14), re-
zultd ca B
hy(-,t) =0, InC(Q), pentrut — oco. (3.19)

S4 considerdm in continuare cazul in care ] > 0. Atunci, din (3.19) avem c§,
pentru orice ¢ > 0, existd un ¢ (¢) > 0 astfel incat

0<h(xt)<hy(z,t)<e, apt z€Q, pentruoricet > 1(c) (3.20)
si obtinem:
0<p(x,t) <p:(z,t), ap.t zeQ, pentruoricet >t (e),

unde p. este unica solutie slaba pentru

%th(x,t) = —a(x,t)p(x,t) + doAp(z,t)
+coe ||kl poo(axy m () P (2, 1), @ € Q, > 1(e),
gﬁ(a:,t)zo, x €0, t>t(e),
[ P(2,t(e) = P (- £(2) Lo () z € Q.

(3.21)
Sa consideram urmadtoarea problema de autovalori asociatd problemei parabolice
(3.21), data de

%(;g,t) = —a(x,t)((x,t) + doAl(z, 1)

) +coe HkHL“(QXﬂ) m(@)¢ @) +vilet), (@) eq, (3.22)
%(aﬁ,t) =0, (.8) € 2

(1) = C(a,t+T). (e

Putem concluziona cd, daca autovaloarea principala v pentru (3.22) este pozitiva,
atunci, aplicand punctul (i2) din Teorema 5.6 problemei (3.21), rezulta cd

p=(t) =0, InC (), pentrut — oo (3.23)
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3. Strategii alternative de control

si, prin urmare,
p(-,t) =0 1InL>(Q), pentrut — oc. (3.24)

Utilizand principiul de comparatie pentru ecuatii parabolice, rezultd ca populatia
de pradatori scade la 0 cu rata e vit. Intr-adevir, avem ci

0<p(z,t) <z(zt), ap.t xecQsipentruoricet >1(e),
unde z (,t) := CC5 (x,t) e 14 pentru (z,t) € Q x [t(g),00), si (5 este o
autofunctie pozitiva corespunzatoare lui 5 si problemei de autovalori (3.22). Aici
Ilp (-, () [ ooy < CC1 (2, t (¢)) si C este o constantd pozitivd. Autofunctia (] este

T —periodicd, deci marginitd, si obtinem ca populatia de pradatori scade la 0 cu o
ratd exponentiald.

Este evident ca

Vi cog ||kl Lo () m () = A,

unde 1/{ este autovaloarea principald corespunzitoare problemei (3.22) siluie = 0,
ceea ce ne conduce la urmatorul rezultat.

Teorema 3.3 Daci pu] > 0si v/ > 0, atunci
p(,t) =0, inL>(Q), pentrut — oo

(cel putin la fel de rapid ca e V1!, pentru orice & > 0).

Remarca 3.4 Daca a satisface in plus ca
a(x,t) > ag, pentru orice (z,t) € Q,
unde a este o constantd pozitivd, atunci 9 > aq.

Dezavantajul acestui control este cd elimina atat populatia de pradatori, cat
si populatia pradd. Dacd dorim ca populatia pradd sd persiste, este necesar sa
implementam un control mai putin drastic, ceea ce inseamna utilizarea unui vy
mai mic.

Sa consideram acum cazul in care p] < 0. Atunci, din (3.18), obtinem ca pentru
orice ¢ > 0, existd un ¢ (¢) > 0 astfel incat

0 <h(wt)<hl(xt)+e, apt xcQ, pentruoricet > (e)
si, prin urmare (prin principiul de comparatie),
0<p(z,t) <pye (z,t), ap.t zec, pentruoricet >t (e),
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3. Strategii alternative de control

unde p.. este unica solutie slaba pentru

¢ OD
ait?(x, t) = —a(z, t)p(x, t) + doAp(z, )
+co ||kl Lo (ny m () P (2, )
+co </ k (:C',a;) hy (:C',t) dx’) plx,t), xe€Qt>1t(e), (3.25)
Q
@( t)=0 € 0Nt > t(e)
8n x? - ) € ) € 9
p(z,t(e)) = llp(-t(e)) HLOO(Q)a x €.

Sa consideram urmadtoarea problema de autovalori asociatd problemei parabolice
(3.25), data de

( gf(x,t) = —a(z,)0(z, t) + dsAO(z, 1)
Fcoe [|Bll Lo () m (2) 0 (2, )
+co (/ k (2, x) b} (2, ) dm’) O(x,t) +pb(x,t), (z,t) €Q,
Q
g—z(x,t) =0, (z,t) € 3,
0(z,t) =0(z,t+T), (z,t) € Q.

(3.26)
Putem concluziona cd, dacd autovaloarea principald pi., pentru (3.26) este pozitivd,
atunci, prin aplicarea punctului (i2) din Teorema 5.6 problemei (3.25), rezultd ca

Pre () = 0 InC (Q), pentrut — oo

si, prin urmare,
p(,t) =0 InL>(Q), pentrut — oo.

Utilizand principiul de comparatie pentru ecuatii parabolice, rezultad ca populatia
. o — € A o o
de pradatori scade cu o rata de e™” iv' Intr-adevir, avem ci

0<p(z,t)<z(zt), aptaxzeQsit>i(e),

unde z (z,t) := C65 (x,t) e P (t=He) pentru (z,t) € Q x [t(g),00), si 65 este o
autofunctie pozitiva corespunzdtoare lui p{, si problemei de autovalori (3.26). Aici
1P (-t (e))ll Loo () < CO1 (,%(¢)) si C este o constantd pozitivd. Autofunctia 07 este
T—periodicd, deci marginitd, si obtinem cd populatia de pradatori scade la 0 cu o
ratd exponentiald.
Este evident ca
pi:'y + Cog HkHLw(QXQ) m () = p(l]'yv

unde p}. este autovaloarea principald corespunzitoare problemei (3.26) si lui & =
0, ceea ce ne conduce la urmatorul rezultat.
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3. Strategii alternative de control

Teorema 3.5 Dacit 1] < 05i p, > 0, atunci
p(,t) =0 inL>(Q), pentrut — oo
(cel putin la fel de rapid ca e 1+, pentru orice & > 0).

Remarca 3.6 Atunci cand p este densitatea unei populatii strdine ddundtoare, iar
h este densitatea unei populatii ce trebuie protejatd, o abordare eficientd este de
a diminua prada printr-un efort de recoltare pana la un nivel care nu mai poate
sustine pradatorii.

Ca o consecintd a argumentelor pentru Teorema 3.5, este de asemenea impor-
tant de remarcat cd se poate demonstra cd, in ipotezele din Teorema 3.5, populatia
prada nu este eradicata.

Remarca 3.7 Presupunem cd rata a satisface, in plus, cd existd o constanta pozi-

tiva ap astfel incat a(x,t) > ao, pentru orice (z,t) € Q (in acest caz rezults, prin
Remarca 3.4, cd 1§ > ag > 0).

Vom folosi urmatorul rezultat tehnic:
Lema 3.8 Fie u] autovaloarea principali pentru (3.16).
Daci 0 <~y <7y, atunci pi* < p]®.
Asadar aplicatia [0, 00) 3 v — ] este strict crescdtoare.

Cazul 1.1 S presupunem cd ne aflam in cazul lim,_, p] > 0.

Pe de altd parte, prin ipoteza (2.4) rezultd cd pY < 0. Prin urmare existd
75 € (0, 00| astfel incat

p] <0, pentruoricey € [0,73)

p] >0, pentruoricey € [y}, 00).
Cazul 1.2 Si presupunem cd ne aflam in cazul lim,_,o p] < 0, caz in care (v}
devine c0)
p] <0, pentruorice vy € [0, 00).
Vom folosi urmatoarele rezultate tehnice:
Lema 3.9 Pentru orice 0 < v < 7y < 75, avem ci

h (@, t) > ki (z,t), pentruorice xz € ) si pentru oricet > 0. (3.27)

In plus, inegalitatea (3.27) este strictd.
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3. Strategii alternative de control

Lema 3.10 Fie p(l’ﬂY autovaloarea principald pentru (3.26) corespunzitoare lui e = 0.
y .0 0
Daci 0 <~y <7y, atunci py, <pi,,.

Asadar, aplicatia v + h este descrescdtoare pentru v € [0,73) (din Lema 3.9) si,
prin urmare, din Lema 3.10 si demonstratia sa, obtinem cd vy — ,0(1]7 este crescdtoare
pe [0,73). S observdm cd functia v — h este descrescatoare numai pentru y €
[0,~%) deoarece, numai pentru acest tip de v avem ca p] < 0 si numai atunci
putem folosi punctul (i3) din Teorema 5.6 pentru a obtine existenta lui £, (solutia
lui (3.17), care este o functie strict pozitiva).

Daca v5 < oo, atunci rezultd ca p(l)ﬂ/; > 0. Intr-adevdr, prin alegerea lui 75 avem

cd p1* > 0, si din Remarca 3.4 rezultd c v > 0. Sa consideram acum h%. =0in

demonstratia Teoremei 3.3, ceea ce ne dd h (-, ) — 0, in L™ (Q), pentru t — oo.
Definim atunci p(l)’YE ca fiind solutia lui (3.26). Observam c4, in acest caz limita,
(3.26) coincide cu (3.22), ceea ce implica faptul ca P?v; = 1. Prin urmare, ecuatia
(3.26), corespunzatoare lui P?w are sens pentru orice functie 1, inclusiv i, = 0,

0 coine 0
pentru care v/j coincide cu py.,.

Cazul 2.1 S3 presupunem cd ne afldm in cazul p9, < 0, atunci existd 7§ € [0,73)
astfel incat
p(l)v <0, pentruoricey € [0,7]]

p% >0, pentruoricey € (v7,73]-
Cazul 2.2 Si presupunem ci ne aflam in cazul p, > 0, caz in care (v} devine 0)

p(l)7 >0, pentru orice vy € [0,75].

Putem concluziona cd, pentru u := —yW h obtinem cd (dacd v5 < oo, si hg > my >
0,po (x) > mg > 0ap.t. x € Q):

* Dacd v > 75 (ceea ce inseamnad cd elimindm prea multi indivizi din populatia
pradd), atunci ] > 0 si 1/‘1) > 0. Prin urmare, utilizdnd Teorema 3.3, avem ca
p(,t) = 0sih(-,t) — 0,in L (Q), pentru t — oo, adicd atat populatia de
pradatori cat si populatia prada sunt eradicate;

e Dacid vy € (7},73), atunci u < 0si ,0(1)7 > 0. Prin urmare, utilizdnd Teorema
3.5,avemca p(-,t) - 0sih(-,t) » 0,in L™ () (si de asemenea h (-,t) - 0
in L' (2)), pentru t — oo, adicd populatia de priditori este eradicati iar
populatia prada persista (aici “persistentd” se refera la faptul ca numarul
total de indivizi din populatia pradd la momentul ¢, dat de [, h (x,t) dz, nu

converge la 0 pentru ¢t — c0);
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4 Stabilizarea la zero a unei populatii de daunaitori prin
intermediul unui pradator intr-un mediu sezonier

4.1 Formularea problemei

Examindm aici un sistem de tip reactie-difuzie care surprinde interactiunea dintre
doud populatii, prada si pradator, ambele deplasindu-se liber in habitatul 2 C
RN, N € {2,3}, Q fiind un domeniu marginit cu frontierd de clasi C*°. Modelul
include un control biologic aplicat prazii, intr-o subregiune specificd w C €2, unde
w este 0 multime deschisa cu frontierd de clasda C*° astfel incat w CC Q. Sistemul
controlat avut in vedere este

%(m,t) = r(x, t)h(z,t) — g(z, t)h(z,t)* + diAh(x, 1)
—h(z,t) /Q k(z,x")p(a', t)dz", (z,t) € Q,
2 (1) = —ale, ple, ) — G, Ople, 7 + dap(a, )
t+eoh(a, 1) /Q k(z, 2 )p(a!, )’ + u(z,t), (2,1) € O,
Oh dp
5 (@:t) = 5 (2,1) =0, (z,1) € %,
h(z,0) = ho(x), p(z,0) = po(z), x €.

Scopul nostru principal este de a studia eradicarea populatiei ddundtoare h (care
joacd rolul prazii) printr-o strategie specificd de infuzie de pradatori u, care actioneaza
in w. Mai precis, ne propunem sa obtinem ca

h(-,t) — 0 in L*(R2), pentrut — oo,

unde (h, p) este solutia lui (4.1).

Pentru a sustine acest obiectiv de eradicare, prezentam conditii de optimali-
tate necesare si suficiente, ardtand cd eradicarea depinde de semnul autovalorilor
principale ale anumitor operatori parabolici. Acesti operatori apar in probleme de
autovalori precum (4.3) (a se vedea mai jos). Strategia noastrd pentru reducerea
populatiei pradd (sau daundtoare) h implicd un control biliniar aplicat pradatori-
lor, dat de

u:=vyWUp. 4.2)

Aici v € [0, 00) reprezintd un control ce actioneaza ca o ratd de crestere a prada-
torilor (un efort de infuzie), in timp ce ¥ este o ratd de eficacitate influentatd de
morfologia habitatului, care nu are niciun efect odata ce parasim subregiunea w (a
se vedea (&'7) mai jos). Cu alte cuvinte, v reprezintd magnitudinea interventiei,
iar ¥ reprezintd efectul acestei interventii. Asadar 7V defineste rata de infuzie a
pradatorilor.

Dacd o functie v actioneazd in subregiunea spatiald w, folosim conventia ca
1y(z)v(z,t) =0, pentru z € 2\ w, chiar dacd v nu este definitd pentru x € Q \ w.



4. Eradicarea unei populatii de ddundtori prin intermediul unui pradator

Daca consideram un astfel de control u, atunci existenta si unicitatea unei
solutii slabe (h,p) pentru (4.1), cu componente nenegative si local esential mar-
ginite in Q, este stabilits, in principal, utilizand teorema de punct fix a lui Banach,
urmand pasi similari celor din Lema 2.5 (pe Q x [0, T]).

Definitia 4.1 Fie T > 0. Spunem ci (h, p) este o solutie slabd pentru (4.1), dacd:

(i) h,p e L2(0,T; H* (Q)) nWL2(0,T; (H' (2))*) N AC((0,T); L*(2))
NL3,((0,T); H());

loc

(i) ap.t. x € Qsipentruorice t € (0,T):

Z}Z(z, t) = r(z,t)h(z, t) — g(z, t)h(z, t)*> + dy Ah(z, t)

—h(m,t)/Qk(x,a:’)p(x’,t)dx/

P ) = ~ala, Op(a.1) — Gl (.12 + dy gl 1)
—I-coh(x,t)/Qk(x,ac’)p(:r',t)dx’ + u(z, t)
Jp

... Oh ~
(iii) %(ib,t) = %(x,t) =0, apt (z,t) €00 x(0,T);

(iv) h(z,0) = ho(x),p(x,0) = po(x), a.p.t. x € §;

Daci (h,p) este o solutie slabd pentru (4.1) pentru orice T>0 (pe Q x [0,T7)), atunci
spunem ci (h, p) este o solutie slabi a lui (4.1) pentru T := oc.

Dupad cunostintele noastre, toatd literatura citatd (cu exceptia lui [5]) se con-
centreazd pe rate independente de timp (sau independente de spatiu). Avand in
vedere cd dinamica sistemelor prada-pradator prezinta in mod natural variatii se-
zoniere (prin ratele r, g, g, a), este rezonabil sd impunem ca aceste rate s fie perio-
dice in timp (si dependente de spatiu).

Sa examindm acum principalele diferente dintre aceastda abordare din acest
capitol si studiile anterioare.

in primul rand, in acest capitol, ne propunem sa studiem eradicarea (a se ve-
dea analiza analoagd din Capitolul 2 si Capitolul 3) a unei populatii ddunatoare
care actioneazd acum ca pradd. Astfel, o primd noutate este cd, in acest cadru,
prada este o specie daunatoare toxicd pe care ciutdm sd o elimindm prin introdu-
cerea unui pradator care sd o consume. Distinctia principala fatd de Capitolele 2
si 3 este obiectivul nostru: aici, ne propunem sa conducem prada spre extinctie, in
timp ce in capitolele mentionate anterior, obiectivul era pastrarea prazii. In esent3,
fosta prada functioneazd acum ca un pradator al unei a treia populatii, ceea ce in-
seamna cd lucram cu doud populatii de pradatori in loc de un sistem traditional
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4. Eradicarea unei populatii de ddundtori prin intermediul unui pradator

pradad-pradator (populatia afectatd nu este inclusa in modelul nostru). Populatia
ddundtoare vizatd pentru eradicare poate fi in continuare numita “prada”.

Este important de remarcat cd rolurile pradatorului si prazii din Capitolele 2 si
3 nu pot fi pur si simplu inversate (astfel incat pradatorul sa devinad pradd) pentru
a se potrivi noului nostru model. In capitolele mentionate anterior, obiectivul era
pdstrarea lui A In timp ce se eradica p, in timp ce in modelul prezentat de (4.1),
ne concentram exclusiv pe eradicarea lui h, fard a ne preocupa de soarta lui p. De
fapt, dacd p este un pradator specializat care depinde in intregime de h pentru
supravietuire, atunci eradicarea lui h implica extinctia lui p.

Aceasta ne conduce la a doua diferentd cheie, si anume utilizarea unui con-
trol de tip infuzie. In Capitolele 2 si 3, dar si in [11], strategia de control era
de tip recoltare, prin care o cantitate din populatia de pradatori era indepartatd,
proportional cu densitatea sa, dintr-o subregiune specificd w. Aici, strategia de
control implicd introducerea de pradatori. Aceasta inseamna cd addugam indivizi
din populatia de pradatori intr-o subregiune specificd w pentru a eradica populatia
ddundtoare, care joacd acum rolul prazii.

In al treilea rand, similar Capitolelor 2 si 3, dar si lucrarii [11], problema
(4.1) implicd, de asemenea, un operator nelocal ce descrie pradarea, si anume
h(z,t) [ k(x,x")p(a’, t)da’. Acesta reprezintd densitatea populatiei prada captu-
ratd in punctul x la momentul ¢, care este apoi transformatd in biomasd printr-o
ratd de conversie ¢y > 0. Totusi, spre deosebire de continutul prezentat in Capi-
tolele 2 si 3, aici pradatorii urmiresc prada, adicd se deplaseaza dintr-un punct 2’
pentru a captura o pradd aflatd in punctul z, si nu se intorc in pozitia lor initiala.
Sad observdm cd in Capitolele 2 si 3, praddtorii aflati initial in punctul 2/, dupa
pradarea in punctul z, se intorc la locatia lor initiald 2.

Termenii h(z,t) si p(x,t) reprezintd densitdtile populatiilor de pradd (dduna-
toare) si de praddtori, intr-un punct z la momentul ¢, in timp ce ho(x) si po(z)
desemneaza densitdtile initiale ale populatiilor de prada si de pradatori intr-un
punct x € ).

Ca de obicei, operatorul Laplace modeleaza dispersia aleatoare a ambelor po-
pulatii in habitatul lor Q. Conditiile la frontierd de tip Neumann omogen reflecta
ipoteza cad nu existd flux al indivizilor prin frontiera habitatului. Coeficientii de
difuzie, d; si do, sunt considerati a fi constante pozitive. Ratele r, a, g, g sunt consi-
derate dependente de timp si periodice, cu o perioadd 7" de un an. Coeficientii din
(4.1) au urmadtoarele semnificatii:

r(x,t) reprezinta rata naturala de crestere a populatiei prada;

* a(xz,t) reprezintd rata naturald de descrestere a populatiei de pradatori (care
corespunde pradatorilor specializati, atunci cand a este pozitiva peste tot);

* g(z,t) reprezinta coeficientul termenului logistic (gh?) pentru populatia prads;
* g(z,t) reprezintd coeficientul termenului logistic (gp?) pentru populatia de

pradatori;
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* k(z,z') reprezintd rata cu care o pradd aflatd in punctul z este capturatd de
un pradétor aflat in punctul 2.

In cele ce urmeaza vom lucra in urmatoarele ipoteze:
(A1) a € Cl(@) siexistd T' € (0, 00) astfel incat a(x,t + T') = a(z,t), pentru orice
(z,t) € Q;
(#2) r e CHQ)sir(z,t+T) = r(z,t), pentru orice (z,t) € Q;
(A3) existd rg € C([0,00)) siro(t+ T') = ro(t), pentru orice t > 0, si

r(z,t) > ro(t), pentruorice (z,t) € Q,

T
/ T‘Q(t)dt >0
0

(faptul cd integrala lui ¢ pe o perioada de timp 7" rdmane pozitiva inseamna
cd populatia pradd persistd in absenta pradatorilor);

(#4) 9,5 € C(Q) sig(x,t+T) = g(x,t),g(z,t+T) = §(,t), pentru orice (z,t)
Q, si exista py, 7y > 0 astfel incat

g(x7t) > Po Sl 5(%,75) > 7?0) pentru orice (.%',t) € Q;

(#5) ke CHQ x Q) sik(z,2") > 0, pentru orice (z,2') € Q x ;

(A6) ho,po € L=() siho(x) > hJ > 0,po(z) > p) > 0,a.p.t. x € Q (aici A, p) sunt
constante pozitive);

(A7) U e C(Q) astfel incat 1 > ¥(x) > 0, pentru orice x € w, si ¥(x) = 0, pentru
orice z € Q\ w. In plus ¥(x)1,(x) = ¥(z), pentru orice z €  (aceasta
fnseamnd, de asemenea, cd efortul de infuzie are eficacitate nuld la frontiera
lui w).

De asemenea wy C w este o bild deschisa astfel incat
U (z) >c¢>0, pentruoricex € wy.

Infuzia functioneazd astfel: pradatorii sunt introdusi intr-o subzond cen-
trald wo, dar densitatea lor scade treptat spre frontiera lui w pe masurd ce
populatia se raspandeste in intreaga subregiune. Prin urmare, odata ce populatia
se disperseaza dincolo de wy, eficacitatea infuziei scade spre 0, adicd, ¥ este
pozitiva in w, dar nu in mod uniform;

(I8) co,dy,dy > 0;

Dacd interpretam h ca densitatea populatiei unei specii strdine ddundtoare, de-
vine esential sd determindm dacd existd un control u astfel incat, pentru solutia
(h*,p*) alui (4.1), sd obtinem cd lim¢_,o A" (-, t) = 0 intr-un spatiu functional adec-
vat. Este important de remarcat ca aceasta este o problema de zero-stabilizabilitate
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cu restrictii asupra stdrii, deoarece atat h(z,t), cat si p(z, t) reprezintd densitati ale
populatiilor, si astfel trebuie sd ramand nenegative.

Sd amintim ca populatia ddunatoare este eradicabild (zero-stabilizabild), daca
pentru orice hg, py ce satisfac (&6), existd un control u, ce actioneazd in w, astfel
incat

h'(x,t), p“(z,t) >0, ap.t.z € Q, pentruoricet > 0,

limy o0 A%(-,t) = 0 in L(9).

4.2 O conditie suficienta pentru eradicarea populatiei de daunatori

Tn aceasti sectiune vom examina conditiile in care populatia prada poate fi eradi-
catd utilizand controlul de tip infuzie u (z,t) = y¥ (z) p (x,t) , pentru orice x € 2
sit > 0, si pentru un anumit y > 0.

Vom vedea cd problema eradicadrii este profund legatda de semnul autovalorii
principale \] pentru problema de autovalori

Z;f(a;, t) =r(z,t)o(x,t) + diAp(x,t)

—p(z,t) /Q k(x,2")p* (z,t)dz’ + Ap (z,t), (x,t) € Q, 43)
g—i(x,t) 0, (2.1) € 3,
p(z,t) = p(x,t +T), (z,t) € Q,

unde p* este o functie T'—periodicd (adica p* (z,t) = p* (z,t+T'), pentru orice
(x,t) € Q) care este unica solutie global regulata pozitivd a lui (dacd y este suficient
de mare)

%(w’ t) = —a(a,t)p* (x,t) — g(z, )p* (2, 6)* + do Ap* (2, 1)

oo +7¥ (2) p*(x,t), (2,1) € Q, wa
oy (1) =0, (,t) € %,
ﬁ*(aj,t) =p* (x,t + T) , (a?,t) cQ.

ceea ce inseamnd ci p* € C*71+3 (Q x [0,00)), pentru un anumit n € (0,1).
Existenta si unicitatea functiei p* se bazeaza pe aplicarea punctului (i3) din Teo-
rema 5.6.

Mai precis, p* satisface
(1) =" ()| poe() —> 0, pentrut — oo, (4.5)
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unde p este unica solutie slabad nenegativa pentru

%@% t) = —a(z, t)p(z,t) — gz, t)p(x, t)* + do AP(2, 1) + 7V (z) p(2, 1), (z,t) € Q,

op

o=t =0, (x,0) €%,

p(z,0) = po(z), z € Q.
(4.6)

Existenta si unicitatea solutiei slabe a lui (4.6) rezultd utilizand teorema de punct
fix a lui Banach, ca in Capitolul 2 (a se vedea Lema 2.5).

Rezultd ca
p(x,t) >p(x,t) >0, ap.t xeQ pentruoricet >0, (4.7)

Sd consideram urmatoarea problema de autovalori:

%2 (@,1) = —ala 0p(,1) + dapl, 1) + 7 (@) 1) + iy (@,), (20) € @
g%@’t) =0, (z,t) € %,
QD(SU,ZL/) :(p(:L’,t—I-T), (.T,t) € Q.

(4.8)
Notdm cu p;., autovaloarea principald pentru (4.8) si cu ¢}, o autofunctie pozitiva
corespunzdtoare.

Vom folosi urmatoarele rezultate tehnice:

Lema 4.2 Autovaloarea principalil yu,., este negatiod, pentru v > 0 suficient de mare.

Rezultatul urmator ofera o conditie suficientd pentru zero-stabilizabilitatea (era-
dicarea) populatiei pradd (ddundtoare).

Teorema 4.3 Fie (h,p) unica solutie slabd, cu componente nenegative si local esential
mdrginite, a lui (4.1), corespunzitoare controlului de infuzie u := +y¥p, si \] autova-
loarea principald pentru (4.3).

Dacii \] > 0, atunci populatia pradi h este eradicabild.

4.3 O conditie necesara pentru eradicarea populatiei de daunatori

Sa discutdm acum o conditie necesard pentru eradicarea populatiei ddundtoare.
Analiza noastrd va fi din nou strans legata de p, solutia slaba, nenegativa si local
esential marginitd, a lui (4.6), si de unica solutie global regulata strict pozitiva p* a
lui (4.4).

Teorema 4.4 Fie (h,p) unica solutie slabi a lui (4.1), corespunzitoare controlului de in-
fuzie u == +y¥p, cuy > 0.
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Dacd
h(-,t) =0, in L= (Q), pentrut — oo, 4.9)

atunci
Al >0,

unde \] este autovaloarea principald pentru (4.3).
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Anexa

In cele ce urmeazi presupunem ca m, b € C* (Q x [0,00)), cum (x,t) = m (z,t +T),
b(z,t) = b(x,t+T), pentru orice (z,t) € 2 x [0,00), si b(z,t) > by > 0, pentru
orice (z,t) € Q x [0, 00).

De asemenea notam cu

X = {’U S WQ’Q(Q); % =0, pe OQ}

si

@:O, pe 092, siv =0, pef)w}.

m:{vewmanwx&l

Definitia 5.1 (a se vedea [27]) Fie p,v € [0,1) si a,b € R, cua < b. Fie 2 C R”
deschis si mdrginit. Definim urmdtorul spatiu Holder
CHY(Q x [a,b])
ca fiind multimea tuturor functiilor u € C(Q x [a, b]) astfel incat existid C,,,, > 0 :
(@1, t1) —u(@2,t2)| < Cup [lz1 — 22" + [t — t2]"],

pentru orice (x1,t1) , (w2,t2) € Q x [a,b].
Apoi, pentru ki, ko € N, definim spatiul

CRHrR2 Y (@) x [a, b])
ca fiind multimea tuturor functiilor u € C*1k2(Q x [a, b]) astfel incat

ou o2y

) 0 1 N
u, E,...,%,Dau e CHM(Q x [a,b]), pentruoricea € NV, cu |a| < k.

Remarca 5.2 In particular, pentru solutiile global regulate, lucram cu spatiul Hol-

der
24n,1+4 =

C (Q % (0,00)), pentrun € [0,1).

loc

Definitia 5.3 Fie ug € L? (Q). Spunem cii u este o solutie global requlati pentru

1) — Do) = m o, 1w, 0) — b, w0, () € Q,
gz (x,t) =0, (x,t) € X, (6.1)
u(z,0) =ug (x), x € €,

daciiu € C (2 x [0,00)) N S

loc

(© x (0,00)) , pentrun € [0, 1), si satisface (5.1).
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Rezultatul urmator este o consecintd a Propozitiei 24.9 din [32].

Propozitia 5.4 (a se vedea [32, Proposition 24.9]) Daci uy € X este nenegativd, atunci
ecuatia logistici

ou

gﬂxo—AM%ozm@@u@ﬁ—b@nu@w%(%we@
% (x,t) =0, (z,t) € &, (5.2)
u(z,0) =ug (x), x €

admite o unicd solutie global regulatd notati cu u (t; up) .

Rezultatul urmator este o consecintd a Teoremei 24.1 si a Teoremei 24.2 din [32].

Teorema 5.5 Fiea € C* (2 x [0, 00)). Atunci problema liniari

O (a,1) = Do) +a e 1) =0, (2,0) €Q,
% (xz,t) =0, (z,t) € %,
u(x,0) = ug (z), LAY
admite, pentru orice date initiale ug € C* (Q), cu % = 0 pe 09, o unicd solutie global

regulatd notatd cu u (t;up) .

Sd consideram problema de autovalori asociatd lui (5.2):

D et - Ap ) =m (e 0) ¢ () A0 (1), (5.1) €@
Zﬁww:a (z,t) €, (5.3)
(p(l',t):(P(.’L',t—l—T), (iL’,t)EQ.

Problema (5.3) admite o autovaloare principald A;.

Un rezultat cheie folosit pe tot parcursul acestei lucrdri este [32, Theorem 24.10]
(a se vedea de asemenea [36]), impreund cu caracterizarea autovalorii principale
prezentata la pagina 201 din [32]. In cele ce urmeaza prezentim o consecinti a
acestui rezultat, adaptatd la cadrul nostru.

Teorema 5.6 (a se vedea [32], Theorem 24.10) Fie u o solutie global regulati pentru
(5.2) (a se vedea Propozitia 5.4 si Teorema 5.5) si fie ug € X1 \ {0}, ug nenegativd.

(i1) Presupunem cd autovaloarea principald corespunzitoare problemei (5.3) este nene-
gativd. Atunci, solutia nulid a problemei (5.2) este global asimptotic stabild, adici
avem ci

||lu(t; UO)HC(Q) — 0, pentrut — oo.
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(iz) Presupunem cd autovaloarea principalii corespunzitoare problemei (5.3) este pozi-
tivd. Considerdm cazul particular b = 0in (5.2). Atunci, solutia nuld a problemei
(5.2) este global asimptotic stabild, adicid avem ci

[Ju (t; UO)HC(Q) — 0, pentrut— oo.

(i3) Presupunem ci autovaloarea principald corespunzitoare problemei (5.3) este nega-
tivd. Atunci, existid o unicd solutie global requlati, netriviald, pozitivd, periodicd
u* pentru urmitoarea EDP

O (01) = du,t) = m (e ) 1) b, a0, (1) €@
ou

% (.%',t) =0, (.le,t) S
u(z,t) =u(z,t+7T), (z,1) € Q.

In plus, u* este pozitivi peste tot (in Q x (0,00)) si este global asimptotic stabild,
adicd
llu (t;ug) — u” (t)”c((z) — 0, pentrut — oo.

Remarca 5.7 Concluziile din Teorema 5.6 rdman, de asemenea, valabile daca folo-
sim spatiul functional Y;. In acest caz u* este pozitivd pe (2 \ @) x (0,00) .

41






Directii viitoare de cercetare

Controlul regional al populatiei invazive

Ne propunem sa investigdm problema minimizarii costului total asociat daune-
lor produse de o populatie invazivad de pradatori si costul controlului regional
utilizat pentru reducerea acestei populatii printr-un bio-control. Costul contro-
lului corespunde interventiei necesare pentru a introduce o noud populatie de
prddatori p intr-o subregiune a intregului habitat, pentru a vana populatia stra-
ind ddundtoare h. Dinamica celor doua populatii este descrisa de sistemul prada-
pradator dat de (4.1), modificat astfel

O (a,1) = £, OB, 1) — g, (e, 1) + s A, 1)
“h(at) [ Kl 0d, (2.0 € Q.
2 01) = —ale, ple, ) — 3, pler, 7 + dap(a, .
+eohla,t) [ bla,a a0’ + (o0, (2,1) € Q.
oh op
%(x,t):%(x,t):o, (I’,t) € X,
\ h(a:,O) = ]’L[)(.’L’), p(:r,()) = pO(x)y z € .

cu un control feedback definit ca
u:=~ly,p, cuvy>0.

Dupd cum am ardtat deja in Capitolul 4, controalele de acest tip, precum cel dat
in (4.2), oferd atat o conditie suficienta, cat si una necesard, pentru eradicarea
populatiei ddunatoare h.

Problema de minimizare asociatd unui astfel de control feedback poate fi va-
zutd ca o problema de control regional. Metoda multimilor de nivel (level set) va
constitui un ingredient esential. Va fi de asemenea obtinut un algoritm iterativ
pentru reducerea costului total, iar rezultatele numerice vor demonstra eficacita-
tea rezultatelor teoretice. Acelasi rezultate de optimalitate pot fi studiate pentru
sistemul (2.1), in care pradatorul nu urmareste prada, ci se intoarce la locatia sa
initiald.

Mai precis, obiectivul nostru este de a géasi o subregiune w, pe care o vom con-
sidera a fi o bild centratd in ¢y € R" si de razd r > 0 (nu suntem interesati de
forma regiunii, ci mai degraba de pozitia regiunii in raport cu centrul sau x(), care
sd minimizeze costul total al daunelor, exprimat prin urmatoarea functionala de
cost

J (x0) :C/OT/QMO (x,t)dxdtJr/tho (z,T) dx+D/OT/wpm° (z,t) dz dt. (5.5)

Aici:



Directii viitoare de cercetare

¢ termenul fOT Jo P*° (z,t) dx dt reprezintd dimensiunea totald a populatiei da-
undtoare h in Q pe intervalul de timp [0, 7] ; deoarece h vaneaza si dduneaza
unei alte populatii de interes, minimizarea acestei cantitdti minimizeaza di-
rect dauna totald produsd de daunator;

e termenul [, ™ (z,T)dx reprezintd dimensiunea populatiei ddunitoare h
rdamasd in Q la finalul interventiei, la momentul 7'; solicitdm ca aceasta sa
fie micd, pentru a ne asigura cd populatia ddunatoare a fost cu adevarat su-
primatd si nu va reveni dupd incetarea interventiei;

o termenul [ [ p* (2,t) dz dt reprezintd numarul total de indivizi din populatia
de prddatori p introdusi in subregiunea w pe parcursul interventiei; acest
termen reprezinta costul interventiei, adica dorim sa minimizam dauna pro-
dusd de h utilizand cat mai putini praddtori introdusi posibil;

* constantele C, D > 0 reprezintd constante de conversie care asigura faptul
cd intreaga functionala J este exprimata folosind aceeasi unitate de masura.

Astfel dorim sa minimizdm J in raport cu centrul z al bilei w := B (xq,7) .
Vom vedea cd
p™ (x,t) > K{° (x,t), apt (z,t) €Q (5.6)

unde K7 satisface

e %(z,t) = —a(x, ) K1 (2, 1) — §(z, ) K1 (2, )% + do AK, (2, 1)
+71, () Ki(x,t), (z,t) € Q,
0K, B
T Bt =0, (z,t) €3,
Kq(z,0) = po(x), _—

Utilizand (5.6) putem acum construi y;° care satisface

O ) = 7 (1) () — gl O (2,0 + s A )
—y1 (z,t) B (K™ (2)) (1), z,t) €Q,
%(xt)zo v (2,t) B (KY° (2)) (1) ;tiez 57)
on 7 ’ ’ ’
L y1(,0) = ho(w), z € Q,
unde B € L (L? () si (Bz) (z) = [, k (z,2') z (2') da’, astfel incat
h* (x,t) < yi° (x,t), a.p.t (z,t) €Q. (5.8)
In mod similar, vom vedea ci
h* (z,t) < K3° (z,t), ap.t (z,t) €Q, (5.9)
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unde, utilizand (5.6)), avem cd K;° satisface

OK:

o () =7 (.0 (1) = g(a, ) Ko, 0)° + d MK (. ), (1) € Q.
Pawn=o, (.)€,
Ka(z,0) = ho(x), z € Q.

Utilizand (5.9) putem construi y;° care satisface

PO (0,1) = —a () 2, 1) — 3, O, 02 + o g, 1)
+eo K50 (2,1) B (y2 (2)) () + 71w () y2(x, 1), (2,1) € Q,
%Zj(:c,t) =0, (z,1) € %,
yQ(QE’,O) = pO(x)v MRS Qa
(5.10)
astfel incat
p™ (z,t) <y (x,t), apt (z,t) €Q. (5.11)

Prin urmare, din (5.8) si (5.11), observam cd minimizand

J (x0) C'/ / 10 (x,t) dxdt—i—/ 0 (z,T) dﬂ:—l—D/ / 5° (x,t) dx dt (5.12)

obtinem o valoare si mai mica pentru J (z0) . Minimizarea lui .J simplificd pro-
blema de optimizare, deoarece ecuatiile (5.7) si (5.10) sunt decuplate, si putem
trata y7° si y5° independent, spre deosebire de (5.4), unde solutiile & si p sunt cu-
plate Impreund (acestea interactioneaza).

Anumite probleme de control optimal in biologia matematicd au fost tratate
in [4], [19], [22], [29], [31]. Trebuie de asemenea sda mentiondm cateva rezultate
recente privind controlul regional in dinamica populatiilor din [11]. Pentru notiuni
si metode de baza in teoria optimizarii de formei, a se vedea [47].

Obiectiv:

Dupd cum am mentionat anterior, aceasta cercetare viitoare va fi dedicatd unei
aproximadri a problemei (5.12). Ne vom concentra apoi pe deducerea unui algo-
ritm iterativ menit sd reduca costul total prin actualizarea pozitiei centrului x al
subdomeniului w. O atentie deosebitd va fi acordatd, de asemenea, obtinerii de
rezultate numerice in cazul interactiunilor nelocale.

Dupéa cum am discutat mai sus, minimizarea asociata acestui control feedback
poate fi formulatd ca o problema de control regional. Metoda multimilor de nivel
joacd un rol central in abordarea noastra. In acest scop, introducem urmitoarele
elemente.

In cadrul de mai sus, obiectivul nostru este de a obtine o expresie pentru deri-
vata directionald a lui J .
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Din expresia derivatei vom obtine o metoda de tip gradient-descendent pentru
actualizarea centrului bilei care defineste regiunea de control. Aceasta furnizeaza
pasul practic de optimizare utilizat in algoritmul numeric.

Ca o extindere a acestei analize, ne propunem de asemenea sd studiem pro-
blema maximizarii autovalorii principale, care este strans legata de viteza cu care
are loc eradicarea. Mai precis, am dori sd determindm forma si pozitia optima a
subdomeniului w C €) pe care actioneaza controlul, pentru a conduce populatia
de pradatori spre eradicare, cat mai rapid posibil. Aceastd problema este strans
legatd de cea a controlului optimal, urmand o abordare similard celei din [11].

Stabilizarea la zero in ipoteze de regularitate mai slabe

Pornind de la rezultatele acestei lucrdri, urmdrim sa relaxam ipotezele de regulari-
tate asupra coeficientilor si datelor initiale ale ecuatiilor care descriu interactiunea
prada-pradator. In loc sd solicitim ca coeficientii si fie continuu diferentiabili,
vom lucra in ipoteze mai slabe. Pentru a compensa acest lucru, vom utiliza teh-
nici de comparatie intre solutii ale operatorilor parabolici cu parametri mai putin
regulati si cele corespunzdtoare unor parametri suficient de regulati. Scopul este
de a obtine conditii mai slabe, dar in continuare relevante, necesare si suficiente,
care sd determine cand populatia de pradatori este condusa la extinctie.

Stabilizarea la zero cu termeni diferiti de raspuns functional

Putem considera, de asemenea, situatia in care sistemul care descrie interactiunea
dintre cele doud populatii include termeni mai complecsi, in care rdspunsul functional
la pradare este de tip Holling II. In acest caz, ecuatia care modeleazi evolutia
densitatii prazii ar fi modificatd sub forma

oh 9
—(x,t) = r(x,t)h(z,t) — g(x, t)h(z,t)° + diAh(x,t)

" (@)h (2.1
ay (x) h(z, Mo (o /
— k(z,z )p(a', t)dx'.
TR 10T )
Ultimul termen modeleaza pierderea prazii datoratd pradarii. Fractia
ay (z) h(z,1)
B () h(x,t) + 01 (2,1)
descrie o ratd de pradare care creste odatd cu densitatea prazii, dar apare o saturatie
la o valoare maximd, in loc sd creasca fara limitd, ceea ce ar fi nerealist din punct
de vedere biologic.

In cazul introducerii unui termen de tip Holling III, termenul de pradare este
modificat prin inlocuirea lui  (z, t) cu h (z,t)* atat in numarator, cat si in numitor,
astfel:

%(aﬁ, t) = r(z,t)h(z,t) — glx, t)h(z,t)* + diAh(z, 1)

ot
_ ay (z) h(z,t)? P
By (x) h(z,t)? + 01 (z,t) /Qk( ,x')p(a’, t)da’.
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Rolurile lui oy (), 81 (z), 61 (x) si ale termenului integral raiman aceleasi ca in ca-
zul de tip Holling II. Ceea ce se schimba fundamental este modul in care pradatorii
raspund la modificdrile densitatii populatiei de daunatori.

Mai precis, in cazul termenului de tip Holling II, pradarea ramane eficienta
la densitdti mici ale prazii, deoarece, de indata ce prada este prezentd, pradatorii
incep si 0 consume cu o ratd semnificativa. Termenul patratic & (z,t)* din cazul
termenului de tip Holling III introduce o realitate biologica foarte diferita: pra-
datorii sunt mai putin eficienti atunci cand prada este rard. Acest lucru poate re-
flecta mai multe fenomene reale, precum schimbarea prazii (pradatorii se concen-
treazd asupra unor surse alternative de hrand, mai abundente, atunci cand prada
este rard), invatarea de cdtre pradatori (pradatorii devin mai eficienti in captura-
rea unei anumite prazi doar dupd intalniri repetate) sau pur si simplu reducerea
probabilitatii intilnirilor dintre pradatori si prada la densitdti mici, intr-un con-
text spatial.
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