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Introducere

În această teză studiem subvarietăt, ile biarmonice s, i biconservative în forme spa-
t, iale, generalizări naturale ale faimoaselor subvarietăt, i minimale. Subvarietăt, ile
biarmonice sunt definite ca puncte critice ale funct, ionalei bienergiei s, i sunt carac-
terizate de anularea câmpului de bitensiune. Deoarece orice subvarietate minimală
este în mod trivial biarmonică, vom studia subvarietăt, ile biarmonice care nu sunt
minimale, numite subvarietăt, i propriu biarmonice. Cum această not, iune s-a do-
vedit a fi relativ rigidă, cercetătorii au introdus subvarietăt, ile biconservative, care
sunt caracterizate de anularea părt, ii tangente a câmpului de bitensiune.

Una dintre cele mai importante conjecturi în teoria subvarietăt, ilor afirmă că
orice subvarietate propriu biarmonică în sfera euclidiană are curbura medie con-
stantă (CMC). La începutul acestei teze reanalizăm un rezultat cunoscut care oferă
un răspuns pozitiv pentru această conjectură în cazul hipersuprafet,elor propriu bi-
armonice cu cel mult trei curburi principale distincte s, i indicăm o gres,eală la finalul
demonstrat, iei acestui rezultat. Mai exact, autorul afirmă că un anumit polinom nu
este polinomul nul, ceea ce se dovedes,te a fi fals cel put, in în cazul unei hipersuprafet,e
7-dimensionale care are trei curburi principale distincte cu multiplicităt, ile 1, 3 s, i
3. Din cauza volumului mare de calcule, este dificil să lucrăm cu acest polinom.
Prin urmare, folosim câteva unelte algebrice pentru a determina un nou polinom
s, i, folosind programarea în limbajul Mathematica, arătăm că acest nou polinom
este polinomul nul doar în cazul hipersuprafet,elor 7-dimensionale descrise ante-
rior. Apoi, abordând acest caz special într-un mod diferit, demonstrăm ca toate
hipersuprafet,ele propriu biarmonice cu cel mult trei curburi principale distincte
sunt CMC.

Apoi, mics,orăm imaginea curburii medii a unei clase speciale de subvarietăt, i
propriu biarmonice care au vectorii curbură medie paraleli (PMC) în sfere. Mai
precis, considerăm subvarietăt, i de dimensiune arbitrară m în sfera euclidiană uni-
tară Sn care sunt produse extrinseci a două subvarietăt, i non-minimale, non-pseudo-
umbilicale s, i PMC în două sfere euclidiene Sn1(r1) ⊂ Rn1+1 s, i Sn2(r2) ⊂ Rn2+1,
respectiv, unde r1 > 0 s, i r2 > 0 reprezintă razele celor două sfere, r2

1 + r2
2 = 1 s, i

n = n1 + n2 + 1. Arătăm că dacă aceste subvarietăt, i produs sunt propriu biarmo-
nice în Sn, atunci curburile lor medii sunt mărginite superior de (m − 4)/m. Mai
mult, dacă această margine superioară este atinsă, atunci subvarietăt, ile se descom-
pun mai departe extrinsec s, i intră într-o clasă standard de exemple de subvarietăt, i
propriu biarmonice în sfere.

În cazul hipersuprafet,elor biconservative, trecem în revistă două rezultate cu-
noscute de rigiditate pentru acest tip de subvarietăt, i care generalizează faimoasele
rezultate de rigiditate obt, inute de K. Nomizu s, i B. Smyth în 1969 s, i S. Y. Cheng s, i
S. T. Yau în 1977. Oferim demonstrat, ii mai simple s, i mult mai scurte ale rezulta-
telor de rigiditate ale hipersuprafet,elor biconservative. Aceste noi demonstrat, ii se
bazează pe ecuat, ia lui Gauss, proprietăt, ile curburilor scalare ale acestor hipersupra-
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Introduction

fet,e s, i pe o nouă tehnică care implică operatorul Cheng-Yau asociat unui tensor cu
divergent,ă nulă. Apoi, generalizăm aceste rezultate de rigiditate înlocuind câteva
ipoteze importante cu estimări ale pătratului nomei operatorului formă în funct, ie
de curbura medie.

Ultima parte a acestei teze se concentrează pe diversitatea clasei subvarietăt, ilor
biconservative. Recent, au fost clasificate toate suprafet,ele biconservative non-
CMC care au curbura medie normalizată paralelă (PNMC) în forme spat, iale 4-
dimensionale, dezvăluind o familie de suprafet,e remarcabil de bogată. În consecint,ă,
relaxăm ipoteza de PNMC s, i considerăm suprafet,ele Weingarten, biconservative
non-CMC (non-PNMC) care au fibratul normal plat în forme spat, iale 4-dimensio-
nale. Demonstrăm că, sub o ipoteză tehnică, aceste suprafet,e sunt caracterizate
de un sistem ODE de ordinul întâi, care reprezintă condit, iile de compatibilitate
ale acestei clase de suprafet,e biconservative. Acest fapt este surprinzător pentru
că, în general, suprafet,ele biconservative sunt caracterizate de un sistem PDE în
două variabile. Un avantaj important al caracterizării acestei clase de suprafet,e
biconservative cu un sistem ODE este că se poate demonstra într-un mod standard
existent,a unei familii nenumărabile de astfel de suprafet,e. Studiind acest sistem
ODE, clasificăm toate suprafet,ele Weingarten, biconservative non-CMC care au
fibratul normal plat în forme spat, iale 4-dimensionale cu o direct, ie principală ge-
nerată de gradientul curburii medii s, i curbură principală corespunzătoare egală cu
dublul curburii medii. Mai mult, folosind o formă echivalentă a sistemului ODE
obt, inut anterior, clasificăm toate suprafet,ele Weingarten, biconservative non-CMC
care au fibratul normal plat în forme spat, iale 4-dimensionale de curbură gaussiană
constantă egală cu cea sect, ională a spat, iului ambiant. Apoi, extindem sistemul
ODE ment, ionat anterior la cazul biarmonic s, i arătăm că suprafet,ele biconservative
clasificate anterior nu sunt biarmonice.
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1
Preliminarii

În acest capitol prezentăm mai multe rezultate consacrate despre subvarietăt, i, care
vor fi utilizate în capitolele următoare. Rezultatele din acest capitol nu sunt ori-
ginale. În prima parte a capitolului, urmăm monografiile [8], [16], [23], [27], [28],
[40], [45]. În a doua parte, reunim câteva rezultate despre subvarietăt, i biharmonice
s, i biconservative, care vor fi utile ulterior.

1.1. Convent, ii

În această teză, toate varietăt, ile sunt presupuse a fi conexe s, i fără frontieră. În
general, metricele din diferite fibrate vectoriale sunt notate în acelas, i mod, s, i anume
prin ⟨·, ·⟩ sau, pur s, i simplu, nu sunt ment, ionate explicit, contextul făcând clar la
ce fibrate vectoriale ne referim. O metrică riemanniană pe fibratul tangent TM al
unei varietăt, i M reprezintă metrica riemanniană de pe M . Conexiunea Levi-Civita
a varietăt, ii riemanniene M este notată cu ∇, iar câmpul tensorial de curbură al
acesteia cu R. În această teză, subvarietăt, ile minimale sunt, de asemenea, CMC,
PMC s, i pseudo-umbilicale, iar subvarietăt, ile total geodezice sunt, de asemenea,
umbilicale. Pe parcursul acestei teze, notăm cu Sn(r) sfera euclidiană centrată în
origine de dimensiune n s, i rază r, iar cu Sn sfera unitate Sn(1). Notăm cu Nn(ϵ)
un spat, iu simplu conex s, i complet de curbură sect, ională constantă ϵ, adică o formă
spat, ială.

1.2. Subvarietăt, i minimale s, i biarmonice

Un subiect central al Geometriei Diferent, iale este cel al aplicat, iilor armonice, pe
care le introducem pe scurt în prima parte a acestei sect, iuni.

Definit, ia 1.2.1. O aplicat, ie netedă φ : (Mm, g) → (Nn, h) se numes,te armonică
dacă este un punct critic al funct, ionalului de energie

E : C∞(M,N) → R, E(φ) = 1
2

∫
M

|dφ|2 vg,

unde C∞(M,N) este mult, imea aplicat, iilor netede între varietăt, ile (Mm, g) s, i (Nn, h).

Pentru simplitate, în Definit, ia 1.2.1 am presupus că varietateaM este compactă.
În 1964, J. Eells s, i J. H. Sampson au dedus formula primei variat, ii a funct, ionalei

energiei s, i au caracterizat aplicat, iile armonice ca fiind solut, iile ecuat, iei Euler–La-
grange asociate acesteia.

Teorema 1.2.2 ([47]). O aplicat,ie φ : (Mm, g) → (Nn, h) este armonică dacă s, i
numai dacă câmpul tensiune

τ(φ) = trace ∇dφ
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1.2. Subvarietăt, i minimale s, i biarmonice

se anulează.

Generalizând not, iunea de aplicat, ie armonică, aplicat, iile biarmonice sunt punc-
tele critice ale funct, ionalei bienergiei. În cele ce urmează introducem definit, ia s, i
câteva proprietăt, i care evident, iază semnificat, ia lor geometrică.

Definit, ia 1.2.3. O aplicat, ie netedă φ : (Mm, g) → (Nn, h) se numes,te biarmonică
dacă este un punct critic al funct, ionalei bienergiei

E2 : C∞(M,N) → R, E2(φ) = 1
2

∫
M

|τ(φ)|2 vg.

Din nou, pentru simplitate, în Definit, ia 1.2.3 am presupus că varietatea M este
compactă.

Observăm că orice aplicat, ie armonică este în mod trivial biarmonică. Numim
propriu biarmonice acele aplicat, ii care sunt biarmonice, dar nu armonice.

În 1986, G. Y. Jiang a dedus prima variat, ie a funct, ionalei bienergiei s, i a ca-
racterizat aplicat, iile biarmonice ca fiind solut, iile ecuat, iei Euler–Lagrange asociate
acesteia.

Teorema 1.2.4 ([66], [67]). O aplicat,ie φ : (Mm, g) → (Nn, h) este biarmonică
dacă s, i numai dacă câmpul tensiune

τ2(φ) = −∆φτ(φ) − traceRN (dφ(·), τ(φ))dφ(·)

se anulează.

Ecuat, iile armonică s, i biarmonică sunt invariante la transformări omotetice ale
domeniului s, i/sau codomeniului.

De acum înainte ne concentrăm asupra subvarietăt, ilor biarmonice, deci consi-
derăm φ : Mm → Nn o imersie. După cum am ment, ionat anterior, câmpul de
tensiune al lui φ este dat de τ(φ) = mH s, i, prin urmare, φ este biharmonică dacă
s, i numai dacă

τ2(φ) = −m
(
∆H + traceRN (dφ(·), H)dφ(·)

)
= 0. (1.2.1)

În continuare prezentăm câteva caracterizări ale subvarietăt, ilor biarmonice în forme
spat, iale.

Descompunând ecuat, ia biarmonică (1.2.1) în componentele sale normale s, i tan-
gent, iale, se poate obt, ine următorul rezultat.

Teorema 1.2.5 ([30], [96]). O imersie φ : Mm → Nn(ϵ) este biarmonică dacă s, i
numai dacă

2 traceA∇⊥
(·)H

(·) + m

2 grad |H|2 = 0. (1.2.2)

s, i
∆⊥H + traceB(AH(·), (·)) −mϵH = 0 (1.2.3)
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În cazul hipersuprafet,elor, rezultatul anterior poate fi formulat astfel

Corolarul 1.2.6 ([96]). O imersie φ : Mm → Nm+1(ϵ) este biarmonică dacă s, i
numai dacă

∆f =
(
mϵ− |A|2

)
f (1.2.4)

s, i
A(grad f) = −m

2 f grad f. (1.2.5)

În cazul special al subvarietăt, ilor PMC, ecuat, iile biarmonice (1.2.2) s, i (1.2.3)
devin

Corolarul 1.2.7 ([13]). O imersie PMC φ : Mm → Nn(ϵ) este biarmonică dacă
s, i numai dacă

traceB(AH(·), (·)) = mϵH, (1.2.6)

sau, echivalent,{
⟨AH , Aξ⟩ = 0, for any ξ ∈ C(NM) with ξ ⊥ H

|AH |2 = mϵ|H|2
. (1.2.7)

Cele mai importante exemple de hipersuprafet,e propriu biarmonice in sfera
euclidiană sunt prezentate în următoarele două propozit, ii.

Propozit, ia 1.2.8 ([18]). Fie Sm(a) o hipersferă mică a lui Sm+1, unde 0 < a < 1.
Atunci, Sm(a) este propriu biarmonică în Sm+1 dacă s, i numai dacă a = 1/

√
2.

Propozit, ia 1.2.9 ([67]). Fie m1,m2,m ∈ N astfel încât m1+m2 = m. Considerăm
produsul extrinsec Sm1(r1) × Sm2(r2) ⊂ Sm+1, unde r1, r2 > 0 s, i r2

1 + r2
2 = 1.

Atunci, Sm1(r1) × Sm2(r2) este propriu biarmonic în Sm+1 dacă s, i numai dacă
r1 = r2 = 1/

√
2 s, i m1 ̸= m2.

Generalizând cele două exemple prezentate în Propozit, iile 1.2.8 s, i 1.2.9, obt, inem
două mari clase de exemple de subvarietăt, i propriu biarmonice in sfere euclidiene.
Prima clasă este dată de

Teorema 1.2.10 ([19]). Fie Mm o subvarietate minimală într-o hipersferă mică
Sn(a) a lui Sn+1, unde 0 < a < 1. Atunci, M este o subvarietate propriu biarmonică
în Sn+1 dacă s, i numai dacă a = 1/

√
2.

În acest caz, subvarietatea M is PMC, pseudo-umbilicală, |H| = 1 s, i AH e
paralel.

A doua clasă de exemple este reprezentată de

Teorema 1.2.11 ([19]). Fie Mm1
1 , Mm2

2 două subvarietăt,i minimale în Sn1(r1) s, i
Sn2(r2), respectiv, unde r2

1+r2
2 = 1 s, i n1+n2 = n−1. Considerăm produsul extrinsec

Sn1(r1) ×Sn2(r2) în Sn. Atunci, Mm = Mm1
1 ×Mm2

2 este propriu biarmonică în Sn
dacă s, i numai dacă r1 = r2 = 1/

√
2 s, i m1 ̸= m2.
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1.3. Subvarietăt, i biconservative

O proprietate interesantă a subvarietăt, ilor biarmonice este că curbura lor medie
este mărginită superior. Mai mult, dacă aceasta atinge marginea superioară, atunci
subvarietatea apart, ine uneia dintre cele două clase de mai sus.

Teorema 1.2.12 ([9], [97]). Fie Mm o subvarietate CMC propriu biarmonică în
Sn. Atunci, |H| ∈ (0, 1]. Mai mult, |H| = 1 dacă s, i numai dacă M este minimală
în hipersfera mică Sn−1

(
1/

√
2
)

⊂ Sn.

1.3. Subvarietăt, i biconservative

În cele ce urmează, prezentăm definit, ia s, i câteva proprietăt, i de bază ale subvarie-
tăt, ilor biconservative, o generalizare naturală a subvarietăt, ilor biarmonice.

Fie φ : Mm → (Nn, h) o aplicat, ie dată s, i presupunem că metrica h este fixată,
iar M este compactă. Pe mult, imea G a tuturor metricilor definite pe M considerăm
funct, ionala

E2 : G → R, E2(g) = E2(φ).

În [76] a fost demonstrat că punctele critice ale E2 sunt caracterizate de anularea
câmpului tensiune simetric de tip (0, 2)

S2(X,Y ) =1
2 |τ(φ)|2⟨X,Y ⟩ + ⟨dφ,∇τ(φ)⟩⟨X,Y ⟩

− ⟨dφ(X),∇Y τ(φ)⟩ − ⟨dφ(Y ),∇Xτ(φ)⟩.

De fapt, tensorul S2 a fost introdus în [68] direct prin definit, ia de mai sus s, i s-a
arătat că satisface

divS2 = −⟨τ2(φ), dφ⟩.

Prin urmare, tensorul S2 se numes,te câmpul tensorial de stres-bienergie a lui M
pentru că se anulează când φ este o aplicat, ie biarmonică, adică un punct critic al
lui E2.

Dacă φ este o imersie, atunci (divS2)♯ = −τ2(φ)⊤, unde τ2(φ)⊤ este componenta
tangentă a câmpului bitensiune.

Definit, ia 1.3.1 ([20]). O aplicat, ie φ : Mm → Nn se numes,te biconservativă dacă
divS2 = 0.

Propozit, ia 1.3.2 ([20]). Fie φ : Mm → Nn o subvarietate a lui N . Atunci, M
este biconservativă dacă s, i numai dacă componenta tangentă a câmpului bitensiune
se anulează, adică τ2(φ)⊤ = 0.

În cazul hipersuprafet,elor în forme spat, iale avem următoarea caracterizare.

Propozit, ia 1.3.3 ([20]). Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă într-o formă
spat,ială. Atunci, M este biconservativă dacă s, i numai dacă

A(grad f) = −m

2 f grad f. (1.3.1)
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1.3. Subvarietăt, i biconservative

Corolarul 1.3.4. Orice hipersuprafat,ă CMC într-o formă spat,ială este biconser-
vativă.

În continuare prezentăm două rezultate de rigiditate pentru hipersuprafet,e com-
pacte biconservative în forme spat, iale. Ment, ionăm că exemple de hipersuprafet,e
compacte ne-CMC biconservative în Sn au fost găsite de S. Montaldo, C. Oniciuc
and A. Pampano în [79], [83].

Teorema 1.3.5 ([54]). Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă compactă ne-
minimală biconservativă. Dacă RiemM ≥ 0 s, i m ≤ 10, atunci ∇A = 0 s, i φ(M)
este una dintre următoarele hipersuprafet,e

a) hipersfera euclidiană Sm(r) de rază r > 0, dacă ϵ ∈ {−1, 0}, adică N este fie
spat,iul hiperbolic Hm+1, fie spat,iul euclidian Rm+1;

b) fie hipersfera mică Sm(r), r ∈ (0, 1), fie produsul extrinsec Sm1(r1) ×Sm2(r2),
unde r2

1 + r2
2 = 1, m1 + m2 = m s, i r1 ̸=

√
m1/m, dacă ϵ = 1, adică N este

sfera euclidiană unitară Sm+1.

Teorema 1.3.6 ([52]). Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă compactă ne-
minimală biconservativă. Dacă RiemM ≥ 0 s, i M are curbura scalară normalizată
constantă, atunci ∇A = 0 s, i φ(M) este una dintre următoarele hipersuprafet,e

a) hipersfera euclidiană Sm(r) de rază r > 0, dacă ϵ ∈ {−1, 0}, adică N este fie
spat,iul hiperbolic Hm+1, fie spat,iul euclidian Rm+1;

b) fie hipersfera mică Sm(r), r ∈ (0, 1), fie produsul extrinsec Sm1(r1) ×Sm2(r2),
unde r2

1 + r2
2 = 1, m1 + m2 = m s, i r1 ̸=

√
m1/m, dacă ϵ = 1, adică N este

sfera euclidiană unitară Sm+1.
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2
Hipersuprafet, e biarmonice cu cel mult trei curburi

principale distincte în forme spat, iale

În [56], Y. Fu a demonstrat că orice hipersuprafat,ă biarmonică Mm, m ≥ 4, cu
cel mult trei curburi principale distincte într-o formă spat, ială Nm+1(ϵ) este CMC.
La finalul demonstrat, iei sale, acesta a afirmat că un anumit polinom este nenul,
lucru care se dovedes,te a fi fals pentru cel put, in o hipersuprafat,ă. În acest capitol
determinăm toate cazurile în care demonstrat, ia sa es,uează s, i, folosind o metodă
nouă care implică instrumente algebrice s, i programare în Mathematica, arătăm că
orice hipersuprafat,ă biarmonică având cel mult trei curburi principale distincte este
CMC.

Rezultatele prezentate în acest capitol au fost publicate în [2].
Reamintim rezultatul obt, inut de Y. Fu privind hipersuprafet,ele biarmonice pro-

prii cu cel mult trei curburi principale distincte în forme spat, iale.

Teorema 2.0.1 ([56]). Fie Mm o hipersuprafat,ă biarmonică în Nm+1(ϵ), m ≥ 4,
cu cel mult trei curburi principale distincte în orice punct. Atunci, Mm este CMC.

Când ϵ ≤ 0, obt, inem că, de fapt, M este minimală. Când ϵ = 1, folosind
clasificarea hipersuprafet,elor isoparametrice propriu biarmonice obt, inută în [63],
[64] putem da următorul răspuns pozitiv la Conjectura (C2).

Corolarul 2.0.2. Fie Mm o hipersuprafat,ă propriu biarmonică în Sm+1, m ≥ 4,
cu cel mult trei curburi principale distincte în orice punct. Atunci, M este fie un
deschis al unei hipersfere mici Sm(1/

√
2) de rază 1/

√
2, fie un deschis al produsului

extrinsec Sm1(1/
√

2) × Sm2(1/
√

2), m1 +m2 = m, m1 ̸= m2.

2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

Rezultatul din [56] reprezintă o generalizare la cazul ℓ ≤ 3 a unui rezultat din [9],
unde ℓ este numărul de curburi principale distincte. Des, i în ambele cazuri au fost
utilizate ecuat, iile fundamentale pentru hipersuprafet,e, demonstrat, ia din [56] este
mult mai elaborată deoarece, atunci când ℓ ≤ 3 în orice punct, este mai dificil de
obt, inut polinoamele dorite în funct, ie de curbura medie. Vom folosi notat, ii similare
celor din [9] pentru o comparare mai us,oară cu demonstrat, ia noastră.

Pentru o hipersuprafat,ă arbitrară φ : Mm → Nm+1(ϵ), notăm prin

k1 ≥ k2 ≥ . . . ≥ km

curburile sale principale. Considerăm mult, imea MA a tuturor punctelor din M
în care numărul de curburi principale distincte este local constant. Pe orice com-
ponentă conexă a lui MA, curburile principale sunt netede, iar operatorul A este
diagonalizabil local în mod neted.
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

Vom arăta că grad f = 0 pe fiecare componentă conexă a lui MA s, i deci pe MA.
Din densitatea lui MA, rezultă că grad f = 0 pe M , adică f este constantă.

Considerăm o componentă conexă arbitrară a lui MA. Deoarece M are cel mult
trei curburi principale distincte, pe această componentă avem: fie fiecare punct este
umbilical, fie fiecare punct are exact două curburi principale distincte, fie fiecare
punct are exact trei curburi principale distincte. Pentru simplitate, notăm prin M
componenta conexă aleasă.

Dacă M este umbilicală sau dacă M are exact două curburi principale distincte
în orice punct, atunci rezultatul este deja demonstrat (vezi [9]).

Presupunem acum că M are exact trei curburi principale distincte în orice
punct. În acest caz, operatorul A este (local) diagonalizabil în raport cu un câmp
de baze ortonormate E1, . . . , Em, astfel încât A(Ei) = kiEi, pentru orice i ∈ 1,m.

Observăm că ipoteza de a avea cel mult trei curburi principale distincte în orice
punct al lui M nu poate fi relaxată astfel încât să fie valabilă în orice punct al
lui MA. Dacă acest lucru ar fi posibil, atunci ar exista un punct p0 ∈ M\MA cu
ℓ0 > 3 curburi principale distincte. Astfel, există o vecinătate deschisă U0 a lui p0
formată din puncte cu cel put, in ℓ0 curburi principale distincte. Deoarece MA este
deschisă s, i densă în M , avem MA ∩U0 ̸= ∅, deci există un punct care are cel mult
trei curburi principale distincte s, i, în acelas, i timp, cel put, in ℓ0 curburi principale
distincte, contradict, ie.

Presupunem, prin reducere la absurd, că grad f ̸= 0 s, i, la finalul demonstrat, iei,
vom obt, ine o contradict, ie. Dacă este necesar, ne putem restrânge la o submult, ime
deschisă, notată de asemenea (pentru simplitate) prin M , s, i putem presupune că
grad f ̸= 0 în orice punct al lui M . Printr-un argument similar, putem presupune
că f = |H| > 0 pe M .

Notăm prin D distribut, ia ortogonală celei determinate de grad f . Se s,tie că D
este complet integrabilă.”

În continuare, pentru orice p ∈ M notăm

k1(p) = k1(p) = . . . = km1(p)
k2(p) = km1+1(p) = . . . = km1+m2(p)
k3(p) = km1+m2+1(p) = . . . = km1+m2+m3(p)

curburile principale distincte în punctul p, unde m1+m2+m3 = m. Multiplicităt, ile
m1, m2, m3 sunt funct, ii constante pe M .

Din partea normală a ecuat, iei biarmonice (1.2.5) putem considera

k1 = −m

2 f and E1 = grad f
| grad f |

pe M .
În prima parte a demonstrat, iei vom încerca să obt, inem cât mai multe informat, ii

doar din partea tangentă a ecuat, iei biarmonice.
Remarcăm că

E1(k1) = −m

2 E1(f) = −m

2 | grad f | ̸= 0
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

în orice punct al lui M .
Ment, ionăm că toate formulele următoare au loc pe M , dacă nu este precizat

altfel.
Din definit, ia lui E1 obt, inem de asemenea că pentru orice i ∈ 2,m,

Ei(f) = 0.

Se s,tie că m1 = 1. Notăm r = 1 +m2 s, i obt, inem

k2(p) = k2(p) = . . . = kr(p)

s, i
k3(p) = kr+1(p) = . . . = km(p).

Multiplicităt, ile lui k2 s, i k3 sunt r − 1 s, i m − r, respectiv. După o eventuală reor-
donare, putem presupune că m2 ≥ m3 s, i deci (m+ 1)/2 ≤ r < m.

Din definit, ia curburii medii avem

mf = traceA = −m

2 f + (r − 1)k2 + (m− r)k3,

deci
k3 = 3m

2(m− r)f − r − 1
m− r

k2. (2.1.1)

Folosind faptul că k2 ̸= k1, k3 ̸= k1 s, i k3 ̸= k2, obt, inem

k2 ̸= −m

2 f, k2 ̸= m(m− r + 3)
2(r − 1) f and k2 ̸= 3m

2(m− 1)f (2.1.2)

în fiecare punct al lui M .
Scopul nostru este să găsim două polinoame în variabilele f s, i k2 care au solut, ii

comune. Prin urmare, rezultanta lor trebuie să se anuleze. Se dovedes,te că rezul-
tanta este o ecuat, ie polinomială în f s, i, prin continuitate, f trebuie să fie constantă,
ceea ce contrazice faptul că grad f ̸= 0.

Folosind partea normală s, i partea tangentă a ecuat, iei biarmonice s, i faptul că
m ≥ 4, arătăm că funct, iile k2 s, i k3 sunt constante în lungul foilor lui D.

Lema 2.1.1. Avem Ei(k2) = Ei(k3) = 0, pentru orice i ∈ 2,m.

Notăm
Ω = E1(k2)

k1 − k2
s, i Θ = E1(k3)

k1 − k3
. (2.1.3)

Folosim ecuat, ia lui Gauss s, i partea tangentă a ecuat, iei biarmonice pentru a obt, ine
unele relat, ii pe care Ω s, i Θ trebuie să le satisfacă.

Lema 2.1.2. Au loc următoarele relat,ii

E1(Ω) + Ω2 = −ϵ− k1k2, (2.1.4)
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

E1(Θ) + Θ2 = −ϵ− k1k3, (2.1.5)
ΩΘ = −ϵ− k2k3, (2.1.6)
E1(E1(k2)) + 2ΩE1(k2) − ΩE1(k1) + (k1k2 + ϵ)(k1 − k2) = 0, (2.1.7)
E1(E1(k3)) + 2ΘE1(k3) − ΘE1(k1) + (k1k3 + ϵ)(k1 − k3) = 0. (2.1.8)

În continuare, folosim partea normală a ecuat, iei biarmonice pentru a obt, ine o
altă relat, ie între Ω s, i Θ.

Lema 2.1.3. Are loc următoarea relat,ie

− E1(E1(f)) − ((r − 1)Ω + (m− r)Θ)E1(f)

+
(
k2

1 + (r − 1)k2
2 + (m− r)k2

3

)
f = mϵf. (2.1.9)

O consecint,ă a (2.1.7), (2.1.8) s, i (2.1.9) este

Lema 2.1.4. Are loc următoarea formulă

(
(4 − r)Ω + (r −m+ 3)Θ

)
E1(f) + 3m2(m− r + 6)

4(m− r) f3

− 3m(m+ 4r − 2)
2(m− r) f2k2 + 3m(r − 1)

m− r
fk2

2 − 3(m+ 1)ϵf = 0. (2.1.10)

Observăm că (2.1.10) se anulează identic când m = 7, r = 4 s, i δ = 0, unde

δ = 28k2
2 − 98fk2 + 147f2 − 32ϵ.

În acest caz special, (2.1.9) este doar o consecint,ă a relat, iilor (2.1.4) s, i (2.1.5)
s, i, prin urmare, nu este necesar să folosim partea normală a ecuat, iei biarmonice
în Lema 2.1.3. De asemenea, deoarece m − r > 1, nu avem nevoie de partea
normală în Lema 2.1.1. Mai mult, relat, iile deduse din (2.1.10) nu pot furniza
informat, ii noi. Acest caz special va apărea în mod natural în analiza noastră la
finalul demonstrat, iei.

Deoarece δ = 0 este echivalent cu 14|A|2 − 245f2 − 96ϵ = 0, putem enunt,a:

Propozit, ia 2.1.5. Fie M7 o hipersuprafat,ă biconservativă în N8(ϵ), cu grad f ̸= 0
în fiecare punct al lui M . Presupunem că M are trei curburi principale distincte
cu multiplicităt,ile m1 = 1, m2 = 3, m3 = 3. Atunci, următoarea relat,ie

14|A|2 − 245f2 − 96ϵ = 0

nu poate avea loc pe un deschis al lui M .

Folosind partea tangentă s, i partea normală a ecuat, iei biarmonice, obt, inem mai
multe proprietăt, i ale funct, iilor Ω s, i Θ.

15



2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

Lema 2.1.6. Funct,iile Ω s, i Θ satisfac

(r − 1)(4 − r)(mf + 2k2)Ω2 + (3 + r −m)(m(m− r + 3)f − 2(r − 1)k2)Θ2 = R,
(2.1.11)

s, i
PΩ +QΘ = 0, (2.1.12)

unde P , Q s, i R sunt expresii polinomiale în variabilele f s, i k2 cu coeficient,i care
depind de m, r s, i ϵ.

Înmult, ind (2.1.11) cu PQ s, i folosind (2.1.6), (2.1.12), obt, inem o relat, ie fără
nicio derivată

9∑
i=0

ai,9−ik
i
2f

9−i + ϵ

( 7∑
i=0

ai,7−ik
i
2f

7−i +
5∑
i=0

ai,5−ik
i
2f

5−i +
3∑
i=0

ai,3−ik
i
2f

3−i
)

= 0,

(2.1.13)

unde coeficient, ii aij depind de m, r s, i ϵ, deci sunt constant, i.
Se arată us,or că pentru orice m, r s, i ϵ

a0,9 = 729m9(2m− 2r + 3)(3m− 2r + 17)(m− r + 6)
32(m− r) > 0,

a9,0 = 0.

Prin urmare, partea stângă din (2.1.13) este un polinom nenul în f s, i k2, obt, inut
folosind atât partea normală, cât s, i partea tangentă a ecuat, iei biarmonice. Ecuat, ia
(2.1.13) reprezintă relat, ia cheie a demonstrat, iei noastre.

Dacă k2 este constantă peM , atunci, din (2.1.13), obt, inem un polinom de gradul
9 în variabila f , cu coeficient, i constant, i, deci f este constantă pe M , contradict, ie.

Vom presupune că k2 nu este constantă pe M . Restrângând, dacă este necesar,
mult, imea M , putem presupune că grad k2 ̸= 0 s, i k2 ̸= 0 în orice punct al lui M .
Din faptul că

grad k2 = E1(k2)E1 ̸= 0

rezultă E1(k2) ̸= 0 în orice punct al lui M . Prin urmare, Ω ̸= 0 în orice punct al
lui M .

Fie γ : I → M o curbă integrală a lui E1, γ = γ(t).

Lema 2.1.7. În lungul lui γ, raportul k2/f nu poate fi constant.

După cum am ment, ionat anterior, ecuat, ia polinomială (2.1.13) joacă un rol
important în demonstrat, ia noastră s, i observăm că atunci când ϵ = 0 aceasta devine
o ecuat, ie polinomială omogenă de grad 9. Prin urmare, vom împărt, i analiza în
două cazuri.

Cazul 1: ϵ = 0.
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

Relat, ia (2.1.13) devine
9∑
i=0

ai,9−ik
i
2f

9−i = 0.

Folosind faptul că f > 0, putem împărt, i la s, i obt, ine

9∑
i=0

ai,9−i

(
k2
f

)i
= 0.

Prin urmare, obt, inem o ecuat, ie polinomială în variabila z = k2/f cu coeficient, i
constant, i. Am văzut că a9,0 este diferit de zero s, i nu depinde de ϵ, deci acest
polinom este diferit de polinomul nul, iar aceasta implică faptul că z este constant,
ceea ce contrazice Lema 2.1.7.

Cazul 2: ϵ ̸= 0.

În lungul lui γ avem

k′
2(t) = (E1(k2)) (γ(t)) ̸= 0, pentru orice t ∈ I,

unde k2 := k2 ◦ γ. În acest caz t 7−→ k2(t) este un difeomorfism s, i t = t(k2).
În continuare notăm

f(t) = (f ◦ γ)(t), f̃(k2) = f(t(k2)) s, i γ̃(k2) = γ(t(k2)).

O consecint,ă directă a Lemei 2.1.7 este

Observat, ia 2.1.8. În lungul lui γ̃, raportul k2/f̃ nu poate fi constant.

Lema 2.1.9. În lungul lui γ̃, Q̃ = Q ◦ γ̃ nu se anulează.

Putem exprima derivata lui f̃ în raport cu k2 ca o relat, ie rat, ională în f̃ s, i k2.

Lema 2.1.10. În lungul lui γ̃ derivata lui f̃ în raport cu k2 este

df̃

dk2
= 2(r − 1)

3m − 2(m(m− r + 3)f̃ − 2(r − 1)k2)P̃
3m(mf̃ + 2k2)Q̃

. (2.1.14)

Luând în considerare Lema 2.1.9, putem restrânge γ̃, dacă este necesar, s, i pre-
supune că Q̃(k2) ̸= 0 pentru orice k2.

Pentru a obt, ine o altă relat, ie cheie pentru demonstrat, ia noastră, derivăm primul
polinom dat de (2.1.13) în raport cu k2 în lungul lui γ̃ s, i înlocuind derivata lui f̃
în raport cu k2 din Lema 2.1.10, obt, inem

12∑
i=0

bi,12−ik
i
2f̃

12−i+ϵ
( 10∑
i=0

bi,10−ik
i
2f̃

10−i +
8∑
i=0

bi,8−ik
i
2f̃

8−i

+
6∑
i=0

bi,6−ik
i
2f̃

6−i +
4∑
i=0

bi,4−ik
i
2f̃

4−i
)

= 0, (2.1.15)
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

unde coeficient, ii bij depind de m, r s, i ϵ s, i sunt constant, i.
Relat, iile (2.1.13) s, i (2.1.15) pot fi privite ca două ecuat, ii polinomiale în k2,

cu coeficient, i care depind de funct, ia f̃ = f̃(k2). La fel ca în demonstrat, ia Lemei
2.1.9, putem calcula rezultanta celor două polinoame s, i, în final, putem obt, ine
un polinom în f̃ cu coeficient, i constant, i. Dacă acest polinom este nenul, atunci
obt, inem o contradict, ie s, i încheiem demonstrat, ia.

Deoarece derivata lui f̃ în raport cu k2 este diferită de zero, pentru orice k2,
putem schimba punctul de vedere, iar (2.1.13) împreună cu (2.1.15) pot fi con-
siderate ca două ecuat, ii polinomiale în f̃ , cu coeficient, i care depind de funct, ia
k̃2 = k̃2(f̃). As,a cum am descris mai sus, putem calcula rezultanta acestor noi
polinoame, obt, inând un polinom în k̃2 cu coeficient, i constant, i. Din nou, dacă acest
polinom este nenul, atunci obt, inem o contradict, ie.

Deoarece volumul de calcule este foarte mare, nu am putut calcula rezultanta
pentru ϵ, m s, i r generice. Din acest motiv, am realizat un program în Mathematica
care calculează rezultanta pentru orice alegere particulară a lui ϵ, m s, i r.

În prima situat, ie, când rezultanta este un polinom în f̃ , obt, inem că, pentru orice
ϵ ̸= 0, m ∈ 4, 30 s, i toate valorile posibile ale lui r, singurul caz în care rezultanta
este polinomul nul este dat de

m = 7 s, i r = 4.

În a doua situat, ie, când rezultanta este un polinom în k2, rezultanta (care ar
trebui să fie un polinom în k2) este polinomul nul pentru orice ϵ ̸= 0, m ∈ 4, 30 s, i
pentru toate valorile posibile ale lui r.

Pentru a reduce volumul de calcule s, i pentru a putea calcula rezultanta în cazul
generic, vom reduce gradul polinoamelor din (2.1.13) s, i (2.1.15). Astfel, împărt, im
(2.1.13) prin f̃3 s, i (2.1.15) prin f̃4, iar notând z̃ = k2/f̃ , obt, inem

9∑
i=0

ai,9−iz̃
if̃6 + ϵ

( 7∑
i=0

ai,7−iz̃
if̃4 +

5∑
i=0

ai,5−iz̃
if̃2 +

3∑
i=0

ai,3−iz̃
i

)
= 0 (2.1.16)

s, i

12∑
i=0

bi,12−iz̃
if̃8+ϵ

( 10∑
i=0

bi,10−iz̃
if̃6 +

8∑
i=0

bi,8−iz̃
if̃4

+
6∑
i=0

bi,6−iz̃
if̃2 +

4∑
i=0

bi,4−iz̃
i

)
= 0. (2.1.17)

Folosind Mathematica putem calcula rezultanta acestor polinoame în cazul ge-
neral s, i demonstra că aceasta se anulează doar când m = 7 s, i r = 4.
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2.1. Demonstrat, ia Teoremei 2.0.1

Subcazul 2.1: ϵ ̸= 0, m = 7 s, i r = 4.

În acest caz ecuat, iile (2.1.13) s, i (2.1.15) devin

45927
16

(
32ϵ− 147f̃2 + 98f̃k2 − 28k2

2

)
×
(
336ϵf̃ − 1715f̃3 − 32ϵk2 + 1470f̃2k2 − 294f̃k2

2 + 28k3
2

)
×
(
32ϵ(7f̃ + k2) + 7

(
147f̃3 − 63f̃2k2 − 4k3

2

))
= 0 (2.1.18)

s, i

1240029
16

(
7f̃ − 4k2

) (
32ϵ− 147f̃2 + 98f̃k2 − 28k2

2

)
×
[
81920ϵ3

(
343f̃2 + 7f̃k2 − 2k2

2

)
− 7168ϵ2

(
66542f̃4

− 12201f̃3k2 + 2653f̃2k2
2 + 476f̃k3

2 − 68k4
2

)
− 784ϵ

(
2384193f̃6 − 1172717f̃5k2 + 559384f̃4k2

2

− 154252f̃3k3
2 + 40656f̃2k4

2 − 6384f̃k5
2 + 608k6

2

)
+ 2401

(
6950895f̃8 − 10169607f̃7k2 + 5436942f̃6k2

2

− 1685894f̃5k3
2 + 421456f̃4k4

2 − 69608f̃3k5
2

+ 10288f̃2k6
2 − 896f̃k7

2 + 64k8
2

)]
= 0, (2.1.19)

respectiv.
Se observă că din (2.1.18) s, i (2.1.19) că polinomul δ = 28k2

2 −98f̃k2+147f̃2−32ϵ
este singurul factor comun. Conica δ = 0 este o elipsă când ϵ > 0 s, i o elipsă
imaginară când ϵ < 0.

Pe de altă parte, din (2.1.10) obt, inem că δ = 0. Deci, după cum am ment, ionat
anterior, acest caz este reprezentat de Propozit, ia 2.1.5.

Folosind faptul că δ = 0, obt, inem

14386462720 × ϵ4f − 356598824960 × ϵ3f3 − 2331746708480 × ϵ2f5

+ 42758681977200 × ϵf7 + 151265495839500f9 = 0.

Acesta este o ecuat, ie polinomială de grad 9 în variabila f cu coeficient, i constant, i,
ceea ce reprezintă o contradict, ie.
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3
Rezultate de tip gap pentru subvarietăt, i biarmonice în

sfere euclidiene

În acest capitol, studiem o clasă particulară de subvarietăt, i biarmonice proprii
în sfere s, i dorim să vedem când acestea apart, in uneia dintre cele două clase de
subvarietăt, i biarmonice prezentate în Teoremele 1.2.10 s, i 1.2.11.

Pentru aceasta considerăm φ1 : Mm1
1 → Sn1(r1), φ2 : Mm2

2 → Sn2(r2) două
imersii s, i ι : Sn1(r1) × Sn2(r2) → Sn incluziunea canonică. Dorim să vedem când
compunerea ι◦(φ1 ×φ2) : M = M1 ×M2 → Sn apart, ine uneia dintre cele două clase
de exemple ment, ionate mai sus. Cu alte cuvinte, dorim să vedem când există o altă
descompunere (intrinsecă) a lui M ca M = M̃1 × M̃2 s, i o altă descompunere a lui
Rn+1 astfel încât, până la izometrii ale lui Rn+1, să avem ι◦(φ1 ×φ2) = ι◦(φ̃1 ×φ̃2),
cu φ̃1 s, i φ̃2 imersii minimale în anumite sfere de rază 1/

√
2.

Observăm că fiecare imersie φi satisface o ecuat, ie de tipul τ2(φi) = λiτ(φi),
i ∈ 1, 2, cu λ1λ2 < 0. Prin urmare, pentru a răspunde întrebării noastre privind
obt, inerea unei alte descompuneri a lui M , vom studia as,a-numitele subvarietăt, i
λ-biharmonice.

Rezultatele prezentate în acest capitol au fost publicate în [5].

3.1. Subvarietăt, i λ-biarmonice

În această sect, iune vom prezenta câteva rezultate de caracterizare ale subvarietăt, ilor
λ-biarmonice, care vor fi utile ulterior.

S, tim că ecuat, ia τ2(φ) = λτ(φ) a apărut deja în literatură (a se vedea, de exem-
plu, [6], [17], [30], [50]), însă nu a fost studiată în contextul nostru al subvarietăt, ilor
din sfere euclidiene. Aceste subvarietăt, i au atras un interes semnificativ datorită
proprietăt, ilor lor geometrice s, i potent, ialelor aplicat, ii. De la studiul lor init, ial în
anii ’90, subvarietăt, ile λ-biarmonice continuă să reprezinte un subiect important de
cercetare.

Similar Teoremei 1.2.5, se poate demonstra că

Teorema 3.1.1. O imersie φ : Mm → Sn(r) este λ-biarmonic dacă s, i numai dacă ∆⊥H + traceB(·, AH(·)) +
(
λ− m

r2

)
H = 0

4 traceA∇⊥
(·)H

(·) +m grad |H|2 = 0
. (3.1.1)

În cazul hipersuprafet,elor, rezultatul anterior poate fi enunt,at în funct, ie de
curbura medie f după cum urmează.

Corolarul 3.1.2. Fie Mm o hipersuprafat,ă în Sm+1(r), sfera de rază r. Atunci,
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3.1. Subvarietăt, i λ-biarmonice

M este λ-biarmonică în Sm+1(r) dacă s, i numai dacă ∆f =
(
m
r2 − λ− |A|2

)
f

A(grad f) = −m
2 f grad f

.

Mai mult, dacă M este o hipersuprafat,ă ne-minimală CMC, atunci M este propriu
λ-biarmonic în Sm+1(r) dacă s, i numai dacă

λ <
m

r2 s, i |A|2 = m

r2 − λ. (3.1.2)

În cazul special al subvarietăt, ilor PMC, se obt, ine o forma mai simplă a Teoremei
3.1.1.

Corolarul 3.1.3. Fie Mm o subvarietate PMC în Sn(r). Atunci, M este λ-
biarmonic în Sn(r) dacă s, i numai dacă

traceB(·, AH(·)) =
(
m

r2 − λ

)
H (3.1.3)

sau, echivalent, |AH |2 =
(
m
r2 − λ

)
|H|2

⟨AH , Aξ⟩ = 0, for any ξ ∈ C(NM) and ξ ⊥ H
. (3.1.4)

3.1.1. Exemple de hipersuprafet, e λ-biarmonice

În continuare vom prezenta câteva exemple simple de hipersuprafet,e λ-biarmonice
în Sn(r) care vor fi utile în studiul nostru. Prima propozit, ie oferă exemple de
hipersuprafet,e λ-biarmonice care sunt umbilicale în sfere.

Propozit, ia 3.1.4. Fie Sm(a) o hipersferă mică a lui Sm+1(r) s, i considerăm ι :
Sm(a) → Sm+1(r) incluziunea canonică. Atunci, Sm(a) este propriu λ-biarmonică
în Sm+1(r) dacă s, i numai dacă λ < m/r2 s, i

a =

√
mr2

2m− λr2 .

Mai mult, în acest caz |H|2 = 1/r2 − λ/m.

Următorul rezultat oferă exemple de hipersuprafet,e CMC λ-biarmonice în sfere
care au două curburi distincte constante (A este din nou paralel).

Propozit, ia 3.1.5. Considerăm ι : Sm−1(r1) × S1(r2) → Sm+1(r) incluziunea ca-
nonică a unui produs extrinsec, unde r2

1 + r2
2 = r2, r1, r2 ∈ (0, r) s, i m ≥ 2. Atunci,

ι este propriu λ-biarmonică dacă s, i numai dacă unul dintre următoarele trei cazuri
are loc

21



3.1. Subvarietăt, i λ-biarmonice

a) m > 2, λ = (m− 2
√
m− 1)/r2 s, i

r2
1 = m− 1 −

√
m− 1

m− 2 r2, r2
2 =

√
m− 1 − 1
m− 2 r2;

b) m ≥ 2, λ < (m− 2
√
m− 1)/r2, λ ̸= 0 s, i

r2
1 =

3m− 2 − λr2 ∓
√

(m− λr2)2 − 4(m− 1)
2 (2m− λr2) r2,

r2
2 =

m+ 2 − λr2 ±
√

(m− λr2)2 − 4(m− 1)
2 (2m− λr2) r2;

c) sau m > 2, λ = 0 s, i r2
1 = r2

2 = r2/2.

3.1.2. Proprietăt, i ale subvarietăt, ilor PMC λ-biarmonice

În cazul mai general al subvarietăt, ilor CMC, avem următoarea proprietate privind
imaginea curburii medii a subvarietăt, ilor λ-biarmonice. Următoarea teoremă este
o generalizare a Teoremei 1.2.12.

Teorema 3.1.6. Fie φ : Mm → Sn(r) o imersie CMC propriu λ-biarmonică.
Atunci, λ < m/r2 s, i |H| ∈

(
0,
√

1/r2 − λ/m
]
. Mai mult, |H| =

√
1/r2 − λ/m dacă

s, i numai dacă M este minimală într-o hipersferă mică Sn−1
(√

mr2/(2m− λr2)
)

⊂
Sn(r).

Următoarea teoremă clasifică subvarietăt, ile propriu λ-biarmonice în sfere care
stau în hipersfere mici ale imaginii.

Teorema 3.1.7. Fie φ : Mm → Sn−1(a) o imersie a unei hipersfere mici a lui
Sn(r), a ∈ (0, r) s, i fie ι : Sn−1(a) → Sn(r) incluziunea canonică, unde a2 + b2 = r2

s, i a > 0. Atunci, M este propriu λ-biarmonică în Sn(r) dacă s, i numai dacă fie
a2 = mr2/

(
2m− λr2) s, i M este minimală în Sn−1

(√
mr2/ (2m− λr2)

)
, fie a2 >

mr2/
(
2m− λr2) s, i M este minimală într-o hipersferă mică Sn−2

(√
mr2/ (2m− λr2)

)
a lui Sn−1(a). În ambele cazuri,

|Hι◦φ|2 = 1
r2 − λ

m

s, i în cel din urmă avem un rezultat de reducere a codimensiunii, adică M stă într-o
hipersferă total geodezică Sn−2

(√
mr2/ (2m− λr2)

)
⊂ Sn−1(r) ⊂ Sn(r).

Atunci când subvarietatea este PMC, putem demonstra că imaginea curburii
medii este mai mică. Mai precis, putem arăta că, pentru subvarietăt, i PMC propriu
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3.1. Subvarietăt, i λ-biarmonice

λ-biarmonice, există un gap în intervalul din Teorema 3.1.6, în care se află |H|, a
se vedea Teorema 3.1.9.

Pentru a obt, ine acest rezultat, definim câmpul tensorial simetric de tip (1, 1)

Φ = AH − |H|2 Id,

unde Id este identitatea lui C(TM). Se poate arăta că trace Φ = 0 s, i |Φ|2 =
|AH |2 −m|H|4.

De acum vom presupune că dimensiunea m a lui M este mai mare sau egală
decât 2. Cazul m = 2 va fi studiat la finalul acestui capitol.

Lema 3.1.8. Fie φ : Mm → Sn(r) o subvarietate ne-minimală. Dacă M este PMC
s, i AH ⊥ Aηa, pentru orice a ∈ 1, k, atunci

−1
2∆|Φ|2 =

(
m

r2 +m|H|2 − |Φ|2

|H|2

)
|Φ|2 +m trace Φ3 + |∇Φ|2.

Acum putem enunt,a rezultatul principal al acestei sect, iuni.

Teorema 3.1.9. Fie φ : Mm → Sn(r) o imersie PMC propriu λ-biarmonică.
Presupunem că m > 2 s, i |H|2 ∈ (0, 1/r2 − λ/m). Atunci,

λ ≤ m− 2
√
m− 1

r2

s, i

|H|2 ∈


(0, x2] , if λ ≤ 0

[x1, x2], if λ ∈
(
0, m−2

√
m−1

r2

)
{x2} , if λ = m−2

√
m−1

r2

,

unde x1 s, i x2 sunt solut,iile pozitive ale următoarei ecuat,ii de gradul al doilea

m4x2 +m2
(
mλ− (m− 2)2

r2

)
x+ (m− 1)λ2 = 0.

Mai mult, avem

a) |H|2 = x2 dacă s, i numai dacă local M = L × I, φ = φ1 × φ2 este un produs
extrinsec, φ1 : L → Sn−2(r1) este minimală s, i φ2 : I → S1(r2) este (un
deschis din) cercul parametrizat prin lungime de arc, unde I = (−ε, ε) s, i
razele sunt date de

r2
1 = 3m− 2 − λr2 −

√
(m− λr2)2 − 4(m− 1)

2(2m− λr2) r2

r2
2 = m+ 2 − λr2 +

√
(m− λr2)2 − 4(m− 1)

2(2m− λr2) r2
. (3.1.5)

Dacă M este complet s, i simplu conex, descompunerile anterioare ale lui M s, i
φ au loc global, adică M = L× R s, i φ2(R) = S1(r2).
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3.2. Subvarietăt, i biarmonice de tip produs

b) dacă λ > 0, atunci |H|2 = x1 dacă s, i numai dacă local M = L×I, φ = φ1×φ2
este un produs extrinsec, φ1 : L → Sn−2(r1) este minimală s, i φ2 : I → S1(r2)
este (un deschis din) cercul parametrizat prin lungime de arc, unde I = (−ε, ε)
s, i razele sunt date de

r2
1 = 3m− 2 − λr2 +

√
(m− λr2)2 − 4(m− 1)

2(2m− λr2) r2

r2
2 = m+ 2 − λr2 −

√
(m− λr2)2 − 4(m− 1)

2(2m− λr2) r2
. (3.1.6)

Dacă M este complet s, i simplu conex, descompunerile anterioare ale lui M s, i
φ au loc global, adică M = L× R s, i φ2(R) = S1(r2).

3.2. Subvarietăt, i biarmonice de tip produs

Acum revenim la obiectivul principal al acestui capitol, s, i anume găsirea unui gap
mai mare pentru curbura medie al anumitor subvarietăt, i PMC biarmonice, s, i con-
siderăm două imersii ne-minimale φ1 : Mm1

1 → Sn1(r1), m1 > 2, s, i φ2 : Mm2
2 →

Sn2(r2), m2 > 2, astfel încât produsul extrinsec Mm = Mm1
1 ×Mm2

2 să fie propriu
biarmonic în Sn, adică ι ◦φ = ι ◦ (φ1 ×φ2) este o imersie propriu biarmonică, unde
ι este incluziunea canonică a lui Sn1(r1) × Sn2(r2) în Sn s, i n1 + n2 = n− 1.

S, tim că M1 s, i M2 trebuie să fie CMC, λ1 = 2r2
2(m1/r

2
1 − m2/r

2
2) s, i λ2 =

2r2
1(m2/r

2
2 −m1/r

2
1).

Conform Teoremei 3.1.6, razele r1 s, i r2 trebuie să satisfacă următoarele con-
strângeri

m1
2m < r2

1 <
2m1 +m2

2m s, i
m2
2m < r2

2 <
m1 + 2m2

2m .

Mai mult, dacă M1 s, i M2 sunt PMC, conform Teoremei 3.1.9, obt, inem intervale
mai restrictive pentru razele r1 s, i r2, adică

m1 + 2
√
m1 − 1

2m ≤ r2
1 ≤ 2m1 +m2 − 2

√
m2 − 1

2m

m2 + 2
√
m2 − 1

2m ≤ r2
2 ≤ m1 + 2m2 − 2

√
m1 − 1

2m

. (3.2.1)

Propozit, ia 3.2.1. Fie φ1 : Mm1
1 → Sn1(r1) s, i φ2 : Mm2

2 → Sn2(r2) două imer-
sii ne-minimale astfel încât produsul extrinsec Mm = Mm1

1 × Mm2
2 este propriu

biarmonic în Sn, unde n1 + n2 = n− 1. Atunci,

|Hφ1 |2 = 1
r2

1
− λ1
m1

dacă s, i numai dacă |Hφ2 |2 = 1
r2

2
− λ2
m2

.

În acest caz, |Hι◦φ|2 = 1.

Din Propozit, ia 3.2.1, putem deduce următorul rezultat.
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3.2. Subvarietăt, i biarmonice de tip produs

Teorema 3.2.2. Fie φ1 : Mm1
1 → Sn1(r1) s, i φ2 : Mm2

2 → Sn2(r2) două imersii ne-
minimale astfel încât produsul extrinsec Mm = Mm1

1 ×Mm2
2 este propriu biarmonic

în Sn, r2
1 + r2

2 = 1 s, i n1 + n2 = n − 1. Atunci, |Hι◦φ| = 1 dacă s, i numai dacă φ1
s, i φ2 sunt PMC s, i pseudo-umbilicale. Mai mult, în acest caz, avem un rezultat de
reducere a codimensiunii, adică M este minimal în Sn−2(1/

√
2) ⊂ Sn−1.

Următorul rezultat arată că există un gap pentru imaginea curburii medii a
subvarietăt, ilor PMC propriu biarmonice M în Sn, când M = M1 ×M2, s, i Mi este
PMC s, i ne-minimală în Sni(ri), i ∈ {1, 2}.

Teorema 3.2.3. Fie φ1 : Mm1
1 → Sn1(r1) s, i φ2 : Mm2

2 → Sn2(r2) două imersii
PMC s, i ne-pseudo-umbilicale, m1 > 2, m2 > 2, astfel încât produsul extrinsec
Mm = Mm1

1 ×Mm2
2 este propriu biarmonic în Sn, r2

1 + r2
2 = 1 s, i n1 + n2 = n− 1.

Atunci, |Hι◦φ| ∈ (0, (m− 4)/m] s, i |Hι◦φ| = (m − 4)/m dacă s, i numai dacă r2
1 =

(3m1 + m2 − 4)/(4(m − 2)) s, i local, până la izometrii ale lui Sn, φ(M) este un
deschis al produsului extrinsec

M̃1 × S1
(1

2

)
× S1

(1
2

)
⊂ Sn−4

( 1√
2

)
× S3

( 1√
2

)
,

unde M̃1 este minimal în Sn−4(1/
√

2) s, i splitarea lui Rn+1 = Rn−3 ×R4 nu depinde
de punctul lui M . Mai mult, dacă M este complet, atunci descompunerea anterioară
a lui φ(M) este globală, unde M̃1 este o subvarietate completă s, i minimală a lui
Sn−4

(
1/

√
2
)
.

Continuăm acum studiul nostru cu cazul suprafet,elor. Mai întâi reamintim că
suprafet,ele ne-minimale s, i PMC din Sn(r) au fost deja clasificate s, i sunt: suprafet,e
minimale într-o hipersferă mică a lui Sn(r) sau suprafet,e CMC în S3(r′) ⊂ Sn(r),
0 < r′ ≤ r.

Obt, inem următorul rezultat de rigiditate.

Teorema 3.2.4. Fie φ1 : M2
1 → Sn1(r1) s, i φ2 : M2

2 → Sn2(r2) două suprafet,e
ne-minimale s, i PMC astfel încât produsul extrinsec M4 = M2

1 × M2
2 este propriu

biarmonic în Sn, r2
1 + r2

2 = 1 s, i n1 + n2 = n − 1. Atunci, M1 s, i M2 sunt pseudo-
umbilicale în Sn1(r1) s, i Sn2(r2), respectiv s, i |Hι◦φ| = 1.

Rezumând Teoremele 3.2.2, 3.2.3 s, i 3.2.4 putem enunt,a.

Teorema 3.2.5. Fie φ1 : Mm1
1 → Sn1(r1), m1 ≥ 2, s, i φ2 : Mm2

2 → Sn2(r2),
m2 ≥ 2, două subvarietăt,i ne-minimale s, i PMC astfel încât produsul extrinsec
Mm = Mm1

1 ×Mm2
2 este propriu biarmonic în Sn, r2

1 + r2
2 = 1 s, i n1 + n2 = n− 1.

a) Dacă m1 > 2 or m2 > 2, atunci

|Hι◦φ| ∈
(

0, m− 4
m

]
∪ {1}.
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3.2. Subvarietăt, i biarmonice de tip produs

b) Dacă m1 = m2 = 2, atunci φ1 s, i φ2 sunt pseudo-umbilicale, adică

|Hι◦φ| = 1.

Încheiem capitolul propunând o problemă deschisă care a apărut din următoa-
rele considerat, ii. S, tim că pentru orice a ≥ 1/

√
2 există o subvarietate Mm a lui

Sn−1(a) astfel încât M este propriu biarmonică în Sn. Atunci când M este o va-
rietate produs, din Teorema 3.2.2 observăm că pentru orice r1 ca în (3.2.1) există
M = M1 × M2 propriu biarmonică în Sn, cu |Hι◦φ| = 1 s, i atât M1, cât s, i M2
sunt pseudo-umbilicale. Atunci când M1 s, i M2 nu sunt pseudo-umbilicale, situat, ia
devine mai rigidă. Am văzut că, dacă φ(M) = Lm1−1

1 × S1(b1) × Lm2−1
2 × S1(b2),

există doar două valori posibile pentru r1. Nu este dificil de observat că putem găsi
s, i alte valori pentru r1 astfel încât M = M1 × M2 să satisfacă ipotezele Teoremei
3.2.3, considerând φ(M) = Lm1−k1

1 ×Sk1(b1)×Lm2−k2
2 ×Sk2(b2). Totus, i, nu este clar

dacă pentru orice r1 putem găsi o astfel de varietate M care să satisfacă ipotezele
Teoremei 3.2.3. Astfel, putem formula următoarea problemă deschisă.

Problema Deschisă 1. Demonstrat,i că pentru orice r1 astfel încât

r2
1 ∈

[
m1 + 2

√
m1 − 1

2m ,
2m1 +m2 − 2

√
m2 − 1

2m

]

există un produs extrinsec M = M1 × M2 propriu biarmonic în Sn astfel încât Mi

este PMC s, i ne-pseudo-umbilicală în Sni(ri), i ∈ {1, 2}, r2
1 + r2

2 = 1, m1 > 2,
m2 > 2.
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4
Rezultate de rigiditate pentru hipersuprafet, e compacte

biconservative

În acest capitol prezentăm demonstrat, ii alternative pentru rezultatele de rigiditate
prezentate în Teoremele 1.3.5 s, i 1.3.6, referitoare la hipersuprafet,ele compacte bi-
conservative de curbură pozitivă din forme spat, iale. În plus, demonstrăm câteva
rezultate noi de rigiditate prin înlocuirea ipotezei de curbură sect, ională pozitivă cu
anumite estimări ale pătratului normei operatorului formă.

Rezultatele prezentate în acest capitol au fost publicate în [3].

4.1. Câteva proprietăt, i noi ale hipersuprafet, elor biconservative

În această sect, iune demonstrăm câteva rezultate noi care vor juca un rol esent, ial
în analiza ulterioară.

Mai întâi, fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă într-o formă spat, ială. Rea-
mintim că am notat prin kii ∈ 1,m curburile principale ale lui M . Considerăm
acum submult, imea MA a tuturor punctelor din M în care numărul de curburi prin-
cipale distincte este local constant. Pe orice componentă conexă a lui MA, care este
o submult, ime deschisă a lui M , curburile principale sunt funct, ii netede s, i există un
câmp local de baze ortonormate Eii ∈ 1,m astfel încât A(Ei) = kiEi, pentru orice
i ∈ 1,m. Atunci când considerăm curburile principale distincte ale lui A, notăm
multiplicităt, ile acestora cu m1, . . . ,mℓ, unde ℓ este numărul de curburi principale
distincte.

Pentru a simplifica calculele, notăm R = R− ϵ. Astfel, avem

m(m− 1)R = m2f2 − |A|2. (4.1.1)

Următoarea lemă ne oferă o altă caracterizare a hipersuprafet,elor biconserva-
tive.

Lema 4.1.1. Fie Mm o hipersuprafat,ă într-o formă spat,ială Nm+1(ϵ). Atunci,
divS2 = 0 dacă s, i numai dacă div

(
f2A

)
= 0.

Din lema anterioară deducem că, pentru hipersuprafet,ele biconservative, opera-
torul T = f2A are divergent,ă zero, iar acest fapt conduce la o formulă importantă
enunt,ată în lema următoare. După cum vom vedea, această formulă va fi utilă în
studiul hipersuprafet,elor biconservative de curbură scalară normalizată constantă.

Lema 4.1.2. Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă compactă biconservativă.
Considerăm câmpul tensorial de tip (1, 1) definit prin T = f2A s, i operatorul Cheng-
Yau asociat lui, adică □(·) = ⟨T,Hess(·)⟩. Atunci,

0 =
∫
M
f2

1
2∆|A|2 + |∇A|2 + 1

2

m∑
i,j=1

(ki − kj)2Rijij

 vg. (4.1.2)
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4.2. Hipersuprafet, e biconservative cu dimensiunea cel mult 10

Din formula (1.3.1) deducem rapid un rezultat de rigiditate pentru hipersupra-
fet,ele biconservative cu RiemM ≥ 0 în forme spat, iale de curbură negativă. Acest
rezultat nu se bazează pe compactitatea lui M , nici pe condit, ia m ≤ 10 s, i nici pe
faptul că curbura scalară normalizată este constantă.

Propozit, ia 4.1.3. Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă biconservativă într-o
formă spat,ială cu ϵ ≤ 0. Dacă RiemM ≥ 0, atunci M este CMC.

Avem următoarea inegalitate importantă.

Lema 4.1.4. Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă biconservativă într-o formă
spat,ială. Atunci,

1
2∆

(
|A|2 + m2

2 f2
)

≤ 3(m− 10)
m+ 26 |∇A|2 − 1

2

m∑
i,j=1

(ki − kj)2Rijij . (4.1.3)

4.2. Hipersuprafet, e biconservative cu dimensiunea cel mult 10

În această sect, iune prezentăm două demonstrat, ii alternative ale Teoremei 1.3.5, un
rezultat de rigiditate pentru hipersuprafet,e compacte biconservative, ne-minimale,
de dimensiune cel mult 10 s, i de curbură sect, ională pozitivă.

Demonstrat, ia Teoremei 1.3.5 nu a fost oferită explicit în [54], însă, as,a cum in-
dică autorii, aceasta poate fi obt, inută urmând aceias, i pas, i utilizat, i în demonstrat, ia
unei teoreme din [52], care este destul de lungă s, i laborioasă. Aceasta se bazează
pe utilizarea condit, iei de egalitate în inegalitatea lui J. H. Chen s, i pe faptul că

0 = −1
2

m∑
i,j=1

(ki − kj)2Rijij = ⟨− trace(RA)(·, , ·), A⟩. (4.2.1)

Din condit, ia de egalitate din inegalitatea lui J. H. Chen se obt, in expresiile lui
(∇A)(Ei, Ej), unde Eii∈1,m este un câmp local de baze ortonormate care diagona-
lizează operatorul formă. În final, înlocuind acestea în

m∑
i,j=1

〈(
∇2A

)
(Ej , Ei, Ei) −

(
∇2A

)
(Ei, Ej , Ei), A(Ej)

〉
= 0,

care rezultă din (4.2.1), se obt, ine că f este constantă s, i concluzionăm.
În continuare prezentăm două demonstrat, ii alternative ale Teoremei 1.3.5 s, i

două generalizări ale acesteia.

4.2.1. Prima demonstrat, ie alternativă a Teoremei 1.3.5

Deoarece m ≤ 10 s, i RiemM ≥ 0, membrul drept al (4.1.3) este negativ, adică

1
2∆

(
|A|2 + m2

2 f2
)

≤ 0.
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4.2. Hipersuprafet, e biconservative cu dimensiunea cel mult 10

Deoarece M este compactă, ultima relat, ie implică faptul că |A|2 + m2f2/2 este
constantă pe M , adică partea stângă a lui (4.1.3) se anulează pe M (a se vedea, de
exemplu, [45]). Prin urmare, din faptul că m ≤ 10 s, i din (4.1.3), obt, inem că pe M
avem

m∑
i,j=1

(ki − kj)2Rijij = 0.

Folosind din nou faptul că RiemM ≥ 0, obt, inem

(ki − kj)(ϵ+ kikj) = 0, pentru orice i, j ∈ 1,m. (4.2.2)

Ultima relat, ie implică faptul că M are cel mult două curburi principale distincte
în orice punct.

Considerăm acum submult, imea MA a tuturor punctelor din M în care numărul
de curburi principale distincte este local constant. Această mult, ime este deschisă
s, i densă în M . În cele ce urmează vom arăta că grad f = 0 pe fiecare componentă
conexă a lui MA s, i astfel, din densitate, vom concluziona că grad f = 0 pe M , adică
f este constantă. Atunci rezultă că ∇A = 0.

Considerăm o componentă conexă arbitrară a lui MA. Deoarece M are cel mult
două curburi principale distincte, pe această componentă avem: fie fiecare punct
este umbilical, fie fiecare punct are exact două curburi principale distincte. Pentru
simplitate, notăm prin M componenta conexă aleasă.

Dacă M este umbilicală, atunci este CMC.
Presupunem acum că M are exact două curburi principale distincte în orice

punct. În acest caz, A este local diagonalizabil în raport cu un câmp neted de
repere ortonormate Eii∈1,m. Notăm

k1 = . . . = km1 s, i km1+1 = . . . = km.

Presupunem că grad f ̸= 0 s, i vom obt, ine o contradict, ie. Dacă este necesar, ne
putem restrânge la o submult, ime deschisă a lui M , notată din nou prin M , astfel
încât grad f ̸= 0 în orice punct al lui M .

Acum, deoarece M este biconservativă, putem considera că

k1 = −m

2 f, m1 = 1 s, i E1 = grad f
| grad f |

pe M . Deoarece traceA = mf , avem

k2 = 3m
2(m− 1)f.

Folosind (4.2.2), obt, inem

0 = ϵ+ k1k2 = ϵ− 3m2

4(m− 1)f
2.

Observăm că această relat, ie este falsă dacă ϵ ≤ 0. Dacă ϵ > 0, deoarece f este
netedă, obt, inem că f este constantă pe M , ceea ce contrazice faptul că grad f ̸= 0
în orice punct al lui M .
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4.2. Hipersuprafet, e biconservative cu dimensiunea cel mult 10

4.2.2. A doua demonstrat, ie alternativă a Teoremei 1.3.5

Ca în prima demonstrat, ie, folosind (4.1.3), obt, inem că |A|2+m2f2/2 este constantă
pe M s, i că (ki − kj)2Rijij = 0 pe M .

Vom demonstra că grad f = 0 pe fiecare componentă conexă a lui MA s, i astfel,
din densitate, vom obt, ine că grad f = 0 pe M . Alegem o componentă arbitrară a
lui MA, pe care o notăm de asemenea prin M . Presupunem că grad f ̸= 0 în orice
punct al lui M s, i vom obt, ine o contradict, ie. Astfel, pe M , curburile principale ki
sunt funct, ii netede, i ∈ 1,m, iar operatorul A este local diagonalizabil în mod neted
în raport cu un câmp local de baze ortonormate Eii∈1,m.

Folosind faptul că M este biconservativă, putem considera că

k1 = −m

2 f, m1 = 1 s, i E1 = grad f
| grad f |

pe M .
Deoarece m1 = 1 s, i (ki − kj)2Rijij = 0, avem R1a1a = 0, pentru orice a ∈ 2,m.

Folosind asta, obt, inem

(k1 − ka)E1(E1(ka)) = E1(k1)E1(ka) − 2(E1(ka))2. (4.2.3)

Asta implică
m∑
a=2

(k1 − ka)E1(ka) = 0.

Derivând relat, ia anterioară în raport cu E1 s, i folosind (4.2.3), obt, inem

0 = − 3m2

2 (E1(f))2 − 3
m∑
a=2

(E1(ka))2,

care este echivalentă

m2

2 | grad f |2 +
m∑
a=2

(E1(ka))2 = 0.

Prin urmare, | grad f | = 0, care contrazice presupunerea că grad f ̸= 0.

4.2.3. Generalizări ale Teoremei 1.3.5

Mai întâi prezentăm o generalizare a Teoremei 1.3.5, în care înlocuim ipoteza
RiemM ≥ 0 cu anumite estimări ale lui |A|2 în funct, ie de curbura medie f .

Teorema 4.2.1. Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă compactă ne-minimală
biconservativă. Dacă m ≤ 10, ϵ+ f2 ≥ 0 când ϵ < 0 s, i

mf2 ≤ |A|2 ≤ mϵ+ m3

2(m− 1)f
2 − m(m− 2)

2(m− 1)

√
m2f4 + 4(m− 1)ϵf2, (4.2.4)

atunci ∇A = 0. Mai mult, fie |A|2 = mf2 pe M , adică M este umbilicală, fie avem
egalitate în a doua inegalitate a lui (4.2.4). Mai exact, avem
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4.3. Hipersuprafet, e biconservative de curbură scalară normalizată constantă

a) dacă ϵ = −1, atunci φ(M) este o hipersferă a lui Sm(r) de rază r > 0,

b) dacă ϵ = 0, atunci φ(M) este o hipersferă Sm(r),

c) dacă ϵ = 1, atunci φ(M) este fie o hipersferă mică Sm(r) a lui Sm+1, fie un
produs extrinsec S1(r1) × Sm−1(r2), unde r2

1 + r2
2 = 1 s, i r1 > 1/

√
m.

Rezultatul următor este similar Teoremei 4.2.1, însă estimările lui |A|2 sunt în
funct, ie de curbură scalară normalizată.

Teorema 4.2.2. Fie φ : Mm → Nm+1(ϵ) o hipersuprafat,ă compactă ne-minimală
biconservativă. Dacă 3 ≤ m ≤ 10, mR+ 2ϵ > 0,

R ≥ m− 2
2m(m− 1) |A|2 − m

2(m− 1)ϵ

s, i

mR ≤ |A|2 ≤ m

(m− 2)(mR+ 2ϵ)

(
mϵ2 + 4(m− 1)ϵR+m(m− 1)R2)

, (4.2.5)

atunci ∇A = 0. Mai mult, fie |A|2 = mR pe M , adică M este umbilicală, fie avem
egalitate în a doua inegalitate a lui (4.2.5). Mai exact, avem

a) dacă ϵ = −1, atunci φ(M) este o hipersferă Sm(r) de rază r > 0,

b) dacă ϵ = 0, atunci φ(M) este o hipersferă Sm(r),

c) dacă ϵ = 1, atunci φ(M) este fie o hipersferă mică Sm(r) a lui Sm+1, fie un
produs extrinsec S1(r1) × Sm−1(r2), unde r2

1 + r2
2 = 1 s, i r1 > 1/

√
m.

4.3. Hipersuprafet, e biconservative de curbură scalară normalizată
constantă

În această sect, iune oferim o demonstrat, ie alternativă a Teoremei 1.3.6, un rezultat
de rigiditate pentru hipersuprafet,e compacte ne-minimale biconservative de curbură
scalară normalizată constantă s, i curbură sect, ională pozitivă.

Demonstrat, ia originală a Teoremei 1.3.6 se bazează pe o formulă de tip Simons,
obt, inută prin calculul lui (1/2)∆|S2|2. Aici prezentăm o demonstrat, ie mai scurtă,
care implică operatorul Cheng–Yau.

4.3.1. Demonstrat, ie alternativă a Teoremei 1.3.6

Deoarece M are curbură scalară normalizată constantă, obt, inem ∆|A|2 = m2∆f2.
Mai departe, prin calcule directe, deducem că f2∆f2 = (1/2)∆f4 + 4f2| grad f |2,
ceea ce implică faptul că

1
2f

2∆|A|2 = m2

2

(1
2∆f4 + 4f2| grad f |2

)
.
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4.3. Hipersuprafet, e biconservative de curbură scalară normalizată constantă

Deoarece M este o hipersuprafat,ă compactă biconservativă, combinând formula de
mai sus cu formula integrală (4.1.2), demonstrată folosind operatorul Cheng–Yau
asociat tensorului cu divergent,ă zero T = f2A, obt, inem

0 =
∫
M
f2

2m2| grad f |2 + |∇A|2 + 1
2

m∑
i,j=1

(ki − kj)2Rijij

 vg.

Deoarece RiemM ≥ 0, obt, inem că, pe M ,

f2| grad f |2 = 0 s, i f2|∇A|2 = 0.

Dacă grad f = 0 pe M , atunci f este constantă s, i nenulă, deci ∇A = 0 pe M .
Presupunem prin reducere la absurd că grad f ̸= 0 într-un punct p ∈ M , deci

pe o vecinătate deschisă U a lui p. Atunci f = 0 pe U , ceea ce implică grad f = 0
pe U , contradict, ie.

În concluzie, grad f = 0 pe M , adică M este CMC, iar astfel ∇A = 0.

4.3.2. O generalizare a Teoremei 1.3.6

La fel ca în sect, iunea precedentă, înlocuim ipoteza RiemM ≥ 0 cu anumite estimări
ale lui |A|2 s, i obt, inem

Teorema 4.3.1. Fie Mm o hipersuprafat,ă compactă ne-minimală biconservativă
în Nm+1(ϵ) de curbură scalară normalizată constantă, m ≥ 3, mR+ 2ϵ > 0,

R ≥ m− 2
2m(m− 1) |A|2 − m

2(m− 1)ϵ

s, i

mR ≤ |A|2 ≤ m

(m− 2)(mR+ 2ϵ)

(
mϵ2 + 4(m− 1)ϵR+m(m− 1)R2)

. (4.3.1)

Atunci, ∇A = 0. Mai mult, fie |A|2 = mR pe M , adică M este umbilical, fie avem
egalitate în a doua inegalitate a lui (4.3.1). Mai exact, avem

a) dacă ϵ = −1, atunci φ(M) este o hipersferă a lui Sm(r) de rază r > 0,

b) dacă ϵ = 0, atunci φ(M) este o hipersferă Sm(r),

c) dacă ϵ = 1, atunci φ(M) este fie o hipersferă mică Sm(r) a lui Sm+1, fie un
produs extrinsec S1(r1) × Sm−1(r2), unde r2

1 + r2
2 = 1 s, i r1 > 1/

√
m.
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5
Suprafet, e Weingarten biconservative cu fibrat normal

plat în forme spat, iale 4-dimensionale

În acest capitol continuăm studiul suprafet,elor biconservative ne-minimale CMC
în forme spat, iale 4-dimensionale, considerând acele suprafet,e care sunt Weingarten
(W-suprafet,e) s, i au fibrat normal plat, dar nu sunt PNMC. Obt, inem condit, iile de
compatibilitate pentru W-suprafet,ele ne-CMC (ne-PNMC) biconservative cu fibrat
normal plat în N4(ϵ). Aceste condit, ii formează un sistem de ecuat, ii diferent, iale
ordinare de ordinul I. Studiind acest sistem, oferim câteva familii de exemple de
astfel de suprafet,e. După aceea, studiem biarmonicitatea W-suprafet,elor ne-CMC
(ne-PNMC) cu fibrat normal plat s, i arătăm că familiile de suprafet,e biconservative
găsite anterior nu sunt biarmonice. Încheiem capitolul cu opinia noastră privind
(non-)existent,a acestei clase de suprafet,e biarmonice.

Rezultatele prezentate în acest capitol sunt incluse în preprintul [4], încărcat pe
arXiv s, i trimis spre publicare.

5.1. Suprafet, e biconservative

Fie φ : M2 → N4(ϵ) o suprafat,ă s, i presupunem că H ̸= 0 în orice punct al lui M .
Atunci funct, ia curbură medie f = |H| este netedă s, i definim

E3 = 1
f
H ∈ C(NM). (5.1.1)

Fie {E1, E2} un câmp de baze ortonormate tangent la M , definit pe o submult, ime
deschisă U ⊂ M , s, i fie E4 ∈ C(NM) o sect, iune normală unitară ortogonală pe E3.
Deoarece rezultatele noastre sunt de natură locală, presupunem că U = M .

Putem presupune că {Ea}a∈1,4 este restrict, ia la M a unui câmp local de baze
ortonormate pe N4, notat de asemenea {Ea}a∈1,4. Fie ωba ∈ Λ1 (N4), 1 ≤ a, b ≤ 4,
formele de conexiune pe N4 în raport cu Ea, date de

∇N
V Ea = ωba(V )Eb, pentru orice V ∈ C

(
TN4

)
.

Folosim aceeas, i notat, ie ωba pentru pull-back-ul φ∗ωba s, i va fi clar din context la care
dintre acestea ne referim. Se poate arăta că 1-forma ω2

1 ∈ Λ1(M) este forma de
conexiune a lui M , adică

∇XE1 = ω2
1(X)E2, for any X ∈ C

(
TM2

)
.

Notăm prin A3 s, i A4 operatorii formă asociat, i lui E3, respectiv E4.
În cele ce urmează presupunem că grad f ̸= 0 în orice punct al lui M . Această

ipoteză este naturală, deoarece suprafet,ele biconservative CMC în forme spat, iale
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5.1. Suprafet, e biconservative

4-dimensionale, N4(ϵ), au fost clasificate în [80]. Se s,tie că suprafet,ele pseudo-
umbilicale, adică cele pentru care A3 = f Id, biconservative în N4(ϵ) sunt CMC (a
se vedea [19] s, i [44]). Prin urmare, presupunem în continuare că A3 ̸= f Id în orice
punct al lui M . Aceasta înseamnă că valorile proprii ale lui A3 au multiplicităt, i
constante egale cu 1 în orice punct. Rezultă că funct, iile valori proprii k1 s, i k2 sunt
netede pe M s, i local putem alege un câmp de baze ortonormate {E1, E2} tangent
la M astfel încât

A3E1 = k1E1, A3E2 = k2E2. (5.1.2)

Presupunem că E1 s, i E2 sunt definite pe M s, i notăm cu ω1, ω2 ∈ Λ1(M) câmpul
dual de baze al lui {E1, E2} pe M . În acest câmp de baze duale avem

ω1
2 = −ω2

1 = a1ω
1 + a2ω

2, (5.1.3)

s, i
ω4

3 = −ω3
4 = b1ω

1 + b2ω
2, (5.1.4)

unde a1, a2, b1, b2 ∈ C∞(M).
Atunci când suprafat,a este Weingarten s, i are fibrat normal plat, aceasta se

bucură de mai multe proprietăt, i pe care le descriem în rezultatele următoare. Sub-
liniem că Propozit, iile 5.1.1, 5.1.2, 5.1.4 s, i Lema 5.1.3 sunt similare celor demon-
strate în [65]. Am adăugat enunt,urile s, i demonstrat, iile lor pentru completitudine
s, i pentru coerent,a notat, iilor.

Propozit, ia 5.1.1. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o suprafat,ă cu fibrat plat. Presupunem că
H ̸= 0, grad f ̸= 0 s, i A3 ̸= f Id în orice punct. Atunci, următoarele au loc

a) operatorul formă în direct,ia lui E4 este dat de

A4E1 = αE1 s, i A4E2 = −αE2, (5.1.5)

pentru un anumit α ∈ C∞(M);

b) a doua formă fundamentală este dată de

B(E1, E1) = k1E3 + αE4, B(E1, E2) = 0, B(E2, E2) = k2E3 − αE4;
(5.1.6)

c) conexiunea Levi-Civita a lui M este dată de

∇E1E1 = −a1E2, ∇E1E2 = a1E1, ∇E2E1 = −a2E2, ∇E2E2 = a2E1,
(5.1.7)

conexiunea în fibratul normal are expresia

∇⊥
E1E3 = b1E4, ∇⊥

E1E4 = −b1E3, ∇⊥
E2E3 = b2E4, ∇⊥

E2E4 = −b2E3
(5.1.8)

s, i
E1(b2) − E2(b1) = a1b1 + a2b2; (5.1.9)
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5.1. Suprafet, e biconservative

d) curbura gaussiană este

K = E1(a2) − E2(a1) − a2
1 − a2

2; (5.1.10)

e) ecuat,iile Gauss s, i Codazzi sunt echivalente cu

K = ϵ+ k1k2 − α2 (5.1.11)
E1(k2) = a2(k2 − k1) − αb1 (5.1.12)
E2(k1) = a1(k2 − k1) + αb2 (5.1.13)
E1(α) = 2αa2 + k2b1 (5.1.14)
E2(α) = −2αa1 − k1b2; (5.1.15)

f) mai mult, dacă M2 este s, i o W-suprafat,ă, atunci grad f este paralel cu
gradK, adică

grad f || gradK. (5.1.16)

Sub ipoteza adit, ională de biconservativitate, W-suprafet,e cu fibrat normal plat
au proprietăt, i noi.

Propozit, ia 5.1.2. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă biconservativă cu fibrat
normal plat. Presupunem că H ̸= 0, grad f ̸= 0 s, i A3 ̸= f Id în orice punct.
Atunci, următoarele relat,ii au loc

(k1 + f)E1(f) = −fαb1, (5.1.17)
(k2 + f)E2(f) = fαb2, (5.1.18)

E1(k1) = k2 − k1
2f (E1(f) − 2fa2) , (5.1.19)

E2(k2) = −k2 − k1
2f (E2(f) + 2fa1) , (5.1.20)

E1(K) = 6fE1(f) − 4a2
(
f2 −K + ϵ

)
, (5.1.21)

E2(K) = 6fE2(f) + 4a1
(
f2 −K + ϵ

)
. (5.1.22)

Pentru simplitatea expunerii, prin suprafet,e biconservative ne-CMC înt,elegem
suprafet,e biconservative astfel încât H ̸= 0, grad f ̸= 0 s, i A3 ̸= f Id în orice punct.

Sub o ipoteză tehnică minoră, observăm că suprafet,ele pe care le studiem au o
proprietate cheie.

Lema 5.1.3. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă cu fibrat
normal plat. Presupunem că 3f2 +K − ϵ ̸= 0 în orice punct. Atunci,

⟨∇⊥
E1E3, E4⟩⟨∇⊥

E2E3, E4⟩ = 0 on M.
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Concluzia Lemei 5.1.3 poate fi reformulată ca b1b2 = 0 pe M . Dacă b1 = b2 = 0
pe M , atunci (5.1.8) implică faptul că ∇⊥E3 = 0, adică M este PNMC. Suprafet,ele
biconservative PNMC în forme spat, iale 4-dimensionale au fost clasificate în [91],
[92] s, i [112]. Deoarece suntem interesat, i de cazul ne-PNMC, atunci, eventual res-
trângând M , presupunem în continuare că b2

1 + b2
2 > 0 pe M .

Propozit, ia 5.1.4. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă cu
fibrat normal plat. Presupunem că 3f2 + K − ϵ ̸= 0 în orice punct. Dacă M este
ne-PNMC, atunci

〈
∇⊥
E1
E3, E4

〉
̸= 0 în fiecare punct al lui M s, i

〈
∇⊥
E2
E3, E4

〉
= 0

pe M .
Se poate arăta că

E2(b1) = E2(k1) = E2(α) = E2(k2) = E2(K) = E2(a2) = 0 on M. (5.1.23)

Presupunem că ne aflăm în ipotezele Propozit, iei 5.1.4. Fie p0 ∈ M un punct
fixat arbitrar. Considerăm {ψs}s∈I fluxul lui E1 în jurul lui p0, pentru un interval
deschis I, cu 0 ∈ I, s, i γ = γ(t) curba integrală a lui E2 cu γ(0) = p0. Definim
următorul hartă locală

Xf (s, t) = ψs(γ(t)) = ψγ(t)(s).

Acum, determinăm expresia metricii de pe M în această hartă locală.
Propozit, ia 5.1.5. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă
cu fibrat normal plat. Presupunem că 3f2 + K − ϵ ̸= 0, ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0 s, i
∇E2E2 ̸= 0 în orice punct. Atunci, în jurul oricărui punct, există o hartă locală
(s, t) astfel încât a2 = a2(s) s, i g(s, t) = ds2 + g22(s)dt2, unde g22 = g22(s) este o
solut,ie strict pozitivă a următorului ODE

dg22
ds

= −2a2g22.

Rezumând toate informat, iile pe care le avem până în acest moment, obt, inem
că o W-suprafat,ă ne-CMC (ne-PNMC) cu fibrat normal plat trebuie să satisfacă
următorul sistem ODE de ordinul întâi.
Teorema 5.1.6. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă cu
fibrat normal plat. Presupunem că 3f2 + K − ϵ ̸= 0, ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0 s, i
∇E2E2 ̸= 0 în orice punct. Atunci, în jurul oricărui punct, există o hartă locală
(s, t) astfel încât f = f(s), k1 = k1(s), k2 = k2(s), α = α(s), a2 = a2(s), b1 = b1(s)
s, i K = K(s). Mai mult, (a2, f, α, k2) este o solut,ie a următorului sistem ODE de
ordinul întâi 

ȧ2 = ϵ+ k2(2f − k2) − α2 + a2
2

ḟ = − fαb1
3f − k2

α̇ = 2αa2 + k2b1

k̇2 = 2a2(k2 − f) − αb1

, (5.1.24)

unde ȧ2, ḟ , α̇ s, i k̇2 reprezintă derivatele în raport cu s a lui a2, f , α s, i k2, respectiv.
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În ceea ce urmează dăm o reciprocă Teoremei 5.1.6. Pentru aceasta, notăm mai
întâi U = a2, V = b1, W = f , X = α s, i Y = k2 s, i rescriem (5.1.24). Fie

Ω = {(U ,W,X ,Y) ∈ R∗ × (0,∞) × R∗ × R |

3W − Y ̸= 0 s, i 3W2 + Y(2W − Y) − X 2 ̸= 0
}
,

s, i fie I un interval deschis. Definim FV : I × Ω → R4 prin

FV(s,U ,W,X ,Y) =



ϵ+ Y(2W − Y) − X 2 + U2

−WX V(s)
3W − Y

2X U + YV(s)
2U(Y − W) − X V(s)


s, i este clar că (5.1.24) este echivalent cu următorul sistem ODE de ordinul întâi

Ẋ(s) = FV(s,X(s)), pentru orice s, (5.1.25)

unde ϵ ∈ R, X(s) = (U(s),W(s),X (s),Y(s)) s, i V : I → R∗ este o funct, ie netedă
fixată arbitrar.

Deoarece FV este netedă, deducem că fiind dată o condit, ie init, ială arbitrară
(s0,U0,W0,X0,Y0) ∈ I × Ω, sistemul de ecuat, ii (5.1.25) are o solut, ie unică în
vecinătatea lui s0, pentru orice funct, ie netedă V.

Pornind de la o solut, ie a sistemului (5.1.25), în rezultatul următor oferim o me-
todă de construire a W-suprafet,elor ne-CMC biconservative cu fibrat normal plat,
care satisfac condit, iile suplimentare. Astfel, putem spune că (5.1.25) reprezintă
(toate) condit, iile de compatibilitate pentru această clasă de suprafet,e biconserva-
tive.

Teorema 5.1.7. Fie V : I → R∗ o funct,ie netedă s, i considerăm (U ,W,X ,Y) o
solut,ie a (5.1.25) definită pe I. Pe I × R definim metrica g(s, t) = ds2 + g22(s)dt2,
pentru orice (s, t) ∈ I × R, unde g22 este o solut,ie strict pozitivă a

dg22
ds

= −2Ug22.

Atunci, există o imersie biconservativă φ : I × R → N4(ϵ) astfel încât

a) 3f2 + K − ϵ ̸= 0, H ̸= 0, grad f ̸= 0, A3 ̸= f Id, A4 ̸= 0 s, i ∇E2E2 ̸= 0 în
orice punct din I × R;

b) φ are fibrat normal plat s, i grad f este paralel cu gradK;

c) ∇⊥
E1
E3 = VE4 ̸= 0 în orice punct s, i ∇⊥

E2
E3 = 0 pe I × R, deci φ este ne-

PNMC.
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Mai mult, avem f = f(s) = W(s), k2 = k2(s) = Y(s), α = α(s) = X (s), a2 =
a2(s) = U(s) s, i b1 = b1(s) = V(s).

Teorema 5.1.7 garantează că orice solut, ie a sistemului (5.1.25) furnizează o W-
suprafat,ă ne-CMC biconservativă cu fibrat normal plat în N4(ϵ). Prin urmare,
construirea de exemple ale unor astfel de suprafet,e biconservative este echivalentă
cu găsirea de solut, ii ale sistemului (5.1.25). În cele ce urmează, prezentăm o
solut, ie particulară a sistemului (5.1.25) pentru care Y = 0. Această solut, ie este o
reminiscent,ă a situat, iei din cazul hipersuprafet,elor biconservative, deoarece grad f
este acum un vector propriu al lui A3 corespunzător valorii proprii 2f .

Teorema 5.1.8. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC cu fibrat normal
plat. Presupunem că 3f2 +K − ϵ ̸= 0, ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0 s, i ∇E2E2 ̸= 0 în fiecare
punct. Atunci, M satisface A3(grad f) = 2f grad f dacă s, i numai dacă, local,

V = −3c3ḟ

f3 s, i



U = 3
2
ḟ

f

W = f

X = c−3f3

Y = 0

, (5.1.26)

unde c este o constantă strict pozitivă s, i f este o solut,ie strict pozitivă a

f̈f − 5
2 ḟ

2 − 2
3ϵf

2 + 2
3c

−6f8 = 0 (5.1.27)

astfel încât ḟ > 0.

Se poate arăta că am obt, inut o familie cu 2-parametrică de W-imersii ne-CMC
s, i ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.

Pentru a determina alte suprafet,e biconservative cu proprietăt, i specifice, de
exemplu de curbură gaussiană constantă, este util să rescriem sistemul (5.1.25)
într-o formă echivalentă.

Sistemul (5.1.25) nu implică în mod explicit curbura gaussiană K, însă toată
informat, ia furnizată de K este cont, inută în acest sistem. După cum vom vedea,
prin includerea lui K în (5.1.25), mai precis prin includerea relat, iilor (5.1.21) s, i
(5.1.11) ca restrict, ie, obt, inem un nou sistem echivalent cu (5.1.25). Se dovedes,te
că acest nou sistem este mai adecvat pentru atingerea obiectivului nostru.

Astfel, fie

Ω = {(U ,W,X ,Y,K) ∈ R∗ × (0,∞) × (0,∞) × R × R |

3W − Y ̸= 0 s, i 3W2 + K − ϵ ̸= 0
}
,
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5.1. Suprafet, e biconservative

s, i I un interval deschis. Definim FV : I × Ω → R5 prin

FV(s,U ,W,X ,Y,K) =



K + U2

−WX V(s)
3W − Y

2X U + YV(s)
2U(Y − W) − X V(s)

−6W2X V(s)
3W − Y

− 4U
(
W2 − K + ϵ

)


s, i considerăm următorul sistem ODE

Ẋ(s) = FV (s,X(s)) , pentru orice s,

unde ϵ ∈ R, X(s) = (U(s),W(s),X (s),Y(s),K(s)) s, i V : I → R∗ este o funct, ie
netedă fixată arbitrar.

Acum este us,or de văzut că

Propozit, ia 5.1.9. Sistemul diferent,ial (5.1.25) este echivalent cu următorul sistem
diferent,ial{

Ẋ(s) = FV (s,X(s)) ,
K(s) = ϵ+ Y(s)

(
2W(s) − Y(s)

)
− X 2(s)

, pentru orice s. (5.1.28)

După cum am ment, ionat, prezentăm o solut, ie particulară a (5.1.28) s, i, în
consecint,ă o solut, ie a (5.1.25), cu o interpretare geometrică interesantă.

Teorema 5.1.10. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă
cu fibrat normal plat. Presupunem că 3f2 + K − ϵ ̸= 0, ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0 s, i
∇E2E2 ̸= 0 în orice punct. Atunci, M are curbură gaussiană constantă K = ϵ dacă
s, i numai dacă, local,

V = − ḟ(3 − cf)
√
cf

3
2
√

2 − cf
s, i



U = 3
2
ḟ

f

W = f

X =
√
cf

3
2
√

2 − cf

Y = cf2

, (5.1.29)

unde c este o constantă reală strict pozitivă s, i f este o solut,ie strict pozitivă a

f̈f − 5
2 ḟ

2 − 2
3ϵf

2 = 0 (5.1.30)

care satisface ḟ > 0.
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Se poate arăta că avem o familie cu 1-parametrică de W-imersii ne-CMC s, i
ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.

La finalul acestei sect, iuni, remarcăm că în demonstrat, ia Teoremei 5.1.7 relat, ia
3f2 +K − ϵ ̸= 0 nu a fost necesară, chiar dacă aceasta a fost implicit asigurată de
definit, ia domeniului Ω. De fapt, dacă presupunem egalitatea

3f2 +K − ϵ = 0 (5.1.31)

s, i modificăm us,or Ω, Teorema 5.1.7 rămâne valabilă s, i obt, inem un rezultat de
existent,ă. Mai mult, în rezultatul următor determinăm toate W-suprafet,ele ne-
CMC biconservative cu fibrat normal plat care satisfac (5.1.31).

Teorema 5.1.11. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC biconservativă cu
fibrat normal plat. Presupunem că

〈
∇⊥
E1
E3, E4

〉〈
∇⊥
E2
E3, E4

〉
= 0 pe M s, i ∇⊥E3 ̸=

0, A4 ̸= 0 s, i ∇E2E2 ̸= 0 în orice punct. Atunci, M satisface 3f2 +K − ϵ = 0 dacă
s, i numai dacă, local,

V = cḟ

f

√
−4cf

1
2 − c2

s, i



U = 3
4
ḟ

f

W = f

X =
√

−4cf
3
2 − c2f

Y = 3f + cf
1
2

K = ϵ− 3f2

,

unde c < 0 s, i f este o solut,ie strict pozitivă a

f̈f − 7
4 ḟ

2 + 4f4 − 4
3ϵf

2 = 0, (5.1.32)

astfel încât ḟ > 0.

În acest caz, metrica indusă a lui M2 este dată de

g(s, t) = ds2 + f− 3
2 (s)dt2, pentru orice (s, t). (5.1.33)

Se poate arăta că am obt, inut o familie cu 2-parametrică de W-imersii ne-CMC
s, i ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.

Reamintim că în cazul suprafet,elor ne-CMC biconservative ψ :
(
M2, g

)
→

N3(ϵ), ecuat, ia Gauss este echivalentă cu K = ϵ − 3
(
fψ
)2

(a se vedea [20]).
Inspirându-ne din aceasta, obt, inem următorul rezultat.

Teorema 5.1.12. Fie
(
M2 = I × R, g

)
o suprafat,ă abstractă cu metrica dată de

(5.1.33) cu f o funct,ie strict pozitivă care satisface ḟ > 0 s, i (5.1.32). Atunci,
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a) există o familie 1-parametrică de W-suprafet,e ne-CMC biconservative φ :(
M2, g

)
→ N4(ϵ) cu fibrat normal plat care satisfac următoarele condit,ii〈

∇⊥
E1
E3, E4

〉〈
∇⊥
E2
E3, E4

〉
= 0, K = ϵ− 3 (fφ)2 pe M s, i ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0,

∇E2E2 ̸= 0 în orice punct. Toate suprafet,ele din această familie au aceeas, i
curbură principală dată de

(fφ)2 = 1
3(ϵ−K);

b) există o unică suprafat,ă ne-CMC biconservativă ψ :
(
M2, g

)
→ N3(ϵ). Cur-

bura ei medie este (
fψ
)2

= (fφ)2 = 1
3(ϵ−K).

5.2. Suprafet, e biarmonice

În această sect, iune dăm o caracterizare a W-suprafet,elor biarmonice cu fibrat nor-
mal plat s, i arătăm că suprafet,ele prezentate în Teoremele 5.1.8, 5.1.10 s, i 5.1.11 nu
pot fi biarmonice.

Teorema 5.2.1. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC cu fibrat normal
plat. Presupunem că 3f2 + K − ϵ ̸= 0, ∇⊥E3 ̸= 0, A4 ̸= 0 s, i ∇E2E2 ̸= 0 în orice
punct. Atunci, M este biarmonică dacă s, i numai dacă, în jurul fiecărui punct,
există o hartă locală (s, t) astfel încât f = f(s), k1 = k1(s), k2 = k2(s), α = α(s),
a2 = a2(s), b1 = b1(s), K = K(s) s, i următorul sistem ODE este satisfăcut



ȧ2 = ϵ+ k2(2f − k2) − α2 + a2
2

(3f − k2)ḟ = −fαb1

α̇ = 2αa2 + k2b1

k̇2 = 2a2(k2 − f) − αb1

f̈ = a2ḟ + f
(
b2

1 + k2
1 + k2

2 − 2ϵ
)

ḃ1 = −2b1
f
ḟ + a2b1 − α(k2 − k1)

, (5.2.1)

unde ȧ2, ḟ , α̇, k̇2, ḃ1 reprezintă derivatele în raport cu s a a2, f , α, k2 s, i b1,
respectiv.

Ca în cazul biconservativ, notăm U = U(s) = a2(s), V = V(s) = b1(s), W =
W(s) = f(s), X = X (s) = α(s), Y = Y(s) = k2(s) s, i Z = Z(s) = ḟ(s) s, i
considerăm

F : R∗ × R∗ × (0,∞) × (0,∞) × R × (0,∞) → R6
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definită prin

F (U ,V,W,X ,Y,Z) =



ϵ+ Y(2W − Y) − X 2 + U2

−2VZ
W

+ UV + 2X (W − Y)

Z
2X U + YV

2U(Y − W) − X V
UZ + W

(
V2 + (2W − Y)2 + Y2 − 2ϵ

)


.

Atunci, sistemul (5.2.1) este echivalent cu următorul sistem ODE de ordinul întâi
cu o constrângere{

Ẋ(s) = F (X(s))
(3W(s) − Y(s))Z(s) = −W(s)X (s)V(s)

, pentru orice s, (5.2.2)

unde X(s) = (U(s),V(s),W(s),X (s),Y(s),Z(s)).
Constrângerea sistemului (5.2.2) va împiedica, cel mai probabil, existent,a W-

suprafet,elor biarmonice cu fibrat normal plat.

Observat, ia 5.2.2. Folosind sistemul (5.2.2), se poate arăta că suprafet,ele bicon-
servative prezentate în Teoremele 5.1.8, 5.1.10 s, i 5.1.11 nu sunt biarmonice.

5.3. Direct, ii viitoare de cercetare

Inspirat, i de Observat, ia (5.2.2), formulăm următoarea conjectură.

Conjectura 1. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o W-suprafat,ă ne-CMC cu fibrat normal plat.
Presupunem că 3f2 +K− ϵ ̸= 0 and ∇⊥E3 ̸= 0 în orice punct. Atunci, M nu poate
fi biarmonică.

Dacă Conjectura 1 se dovedes,te a fi adevărată, atunci obt, inem clasificarea W-
suprafet,elor biarmonice cu fibrat normal plat în N4(ϵ). Mai exact, am avea

Teorema 5.3.1 (adevărată sub validitatea Conjecturii 1). Fie φ : M2 → N4(ϵ) o
W-suprafat,ă propriu biarmonică cu fibrat normal plat. Presupunem că 3f2+K−ϵ ̸=
0 în orice punct. Atunci, ϵ > 0, adică N4(ϵ) este sfera 4-dimensională S4(r) de
rază r = 1/

√
ϵ, s, i imaginea φ(M) stă minimal într-o hipersferă mică S3

(
r/

√
2
)

a
lui S4(r).

Chiar dacă Teorema 5.3.1 va fi un rezultat important în teoria suprafet,elor biar-
monice în forme spat, iale 4-dimensionale s, i, probabil, dificil de demonstrat, aceasta
va reprezenta doar un pas intermediar către o problemă mai generală s, i mai dificilă.
De fapt, cea mai importantă problemă deschisă din acest domeniu este

42



5.3. Direct, ii viitoare de cercetare

Conjectura 2. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o imersie propriu biarmonică. Atunci, ϵ > 0,
adică N4(ϵ) este sfera 4-dimensională S4(r) de rază r = 1/

√
ϵ, s, i imaginea φ(M)

stă minimal într-o hipersferă mică S3
(
r/

√
2
)

a lui S4(r).

T, inând cont de un rezultat din [97], afirmat, ia de mai sus poate fi reformulată
astfel

Conjectura 2′. Fie φ : M2 → N4(ϵ) o imersie propriu biarmonică. Atunci, ϵ > 0,
adică N4(ϵ) este sfera 4-dimensională S4(r) de rază r = 1/

√
ϵ, s, i |H| = 1/r.
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