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INTRODUCERE

In aceastd tezd studiem subvarietitile biarmonice si biconservative in forme spa-
tiale, generalizari naturale ale faimoaselor subvarietati minimale. Subvarietatile
biarmonice sunt definite ca puncte critice ale functionalei bienergiei si sunt carac-
terizate de anularea cAmpului de bitensiune. Deoarece orice subvarietate minimala
este In mod trivial biarmonica, vom studia subvarietatile biarmonice care nu sunt
minimale, numite subvarietati propriu biarmonice. Cum aceastd notiune s-a do-
vedit a fi relativ rigida, cercetatorii au introdus subvarietatile biconservative, care
sunt caracterizate de anularea partii tangente a cAmpului de bitensiune.

Una dintre cele mai importante conjecturi in teoria subvarietatilor afirma ca
orice subvarietate propriu biarmonica in sfera euclidiand are curbura medie con-
stantd (CMC). La inceputul acestei teze reanalizdm un rezultat cunoscut care ofera
un raspuns pozitiv pentru aceasta conjectura in cazul hipersuprafetelor propriu bi-
armonice cu cel mult trei curburi principale distincte si indicam o greseala la finalul
demonstratiei acestui rezultat. Mai exact, autorul afirma ca un anumit polinom nu
este polinomul nul, ceea ce se dovedeste a fi fals cel putin in cazul unei hipersuprafete
7-dimensionale care are trei curburi principale distincte cu multiplicitatile 1, 3 si
3. Din cauza volumului mare de calcule, este dificil sa lucram cu acest polinom.
Prin urmare, folosim cateva unelte algebrice pentru a determina un nou polinom
si, folosind programarea in limbajul Mathematica, aratam ca acest nou polinom
este polinomul nul doar in cazul hipersuprafetelor 7-dimensionale descrise ante-
rior. Apoi, abordand acest caz special intr-un mod diferit, demonstram ca toate
hipersuprafetele propriu biarmonice cu cel mult trei curburi principale distincte
sunt CMC.

Apoi, micsoram imaginea curburii medii a unei clase speciale de subvarietati
propriu biarmonice care au vectorii curbura medie paraleli (PMC) in sfere. Mai
precis, consideram subvarietati de dimensiune arbitrara m in sfera euclidiana uni-
tara S™ care sunt produse extrinseci a doud subvarietati non-minimale, non-pseudo-
umbilicale si PMC in doui sfere euclidiene S™ (1) € R™+! si S”2(ry) € R™2+L,
respectiv, unde r; > 0 si 7o > 0 reprezinta razele celor dous sfere, r + r3 = 1 si
n =ni +ng + 1. Aratam ca daca aceste subvarietati produs sunt propriu biarmo-
nice in S”, atunci curburile lor medii sunt maérginite superior de (m — 4)/m. Mai
mult, daca aceastd margine superioara este atinsa, atunci subvarietatile se descom-
pun mai departe extrinsec si intra intr-o clasa standard de exemple de subvarietati
propriu biarmonice In sfere.

In cazul hipersuprafetelor biconservative, trecem in revista dous rezultate cu-
noscute de rigiditate pentru acest tip de subvarietati care generalizeaza faimoasele
rezultate de rigiditate obtinute de K. Nomizu si B. Smyth in 1969 si S. Y. Cheng si
S. T. Yau in 1977. Oferim demonstratii mai simple si mult mai scurte ale rezulta-
telor de rigiditate ale hipersuprafetelor biconservative. Aceste noi demonstratii se
bazeaza pe ecuatia lui Gauss, proprietatile curburilor scalare ale acestor hipersupra-
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fete si pe o noud tehnica care implica operatorul Cheng-Yau asociat unui tensor cu
divergenta nula. Apoi, generalizim aceste rezultate de rigiditate inlocuind céteva
ipoteze importante cu estimari ale patratului nomei operatorului forma in functie
de curbura medie.

Ultima parte a acestei teze se concentreaza pe diversitatea clasei subvarietatilor
biconservative. Recent, au fost clasificate toate suprafetele biconservative non-
CMC care au curbura medie normalizata paralela (PNMC) in forme spatiale 4-
dimensionale, dezvaluind o familie de suprafete remarcabil de bogat#. In consecinta,
relaxam ipoteza de PNMC si consideram suprafetele Weingarten, biconservative
non-CMC (non-PNMC) care au fibratul normal plat in forme spatiale 4-dimensio-
nale. Demonstram ca, sub o ipoteza tehnica, aceste suprafete sunt caracterizate
de un sistem ODE de ordinul intai, care reprezinta conditiile de compatibilitate
ale acestei clase de suprafete biconservative. Acest fapt este surprinzator pentru
cd, In general, suprafetele biconservative sunt caracterizate de un sistem PDE in
doua variabile. Un avantaj important al caracterizarii acestei clase de suprafete
biconservative cu un sistem ODE este ca se poate demonstra intr-un mod standard
existenta unei familii nenumarabile de astfel de suprafete. Studiind acest sistem
ODE, clasificam toate suprafetele Weingarten, biconservative non-CMC care au
fibratul normal plat in forme spatiale 4-dimensionale cu o directie principala ge-
nerata de gradientul curburii medii si curbura principala corespunzatoare egala cu
dublul curburii medii. Mai mult, folosind o forma echivalenta a sistemului ODE
obtinut anterior, clasificam toate suprafetele Weingarten, biconservative non-CMC
care au fibratul normal plat In forme spatiale 4-dimensionale de curbura gaussiana
constanta egald cu cea sectionald a spatiului ambiant. Apoi, extindem sistemul
ODE mentionat anterior la cazul biarmonic si aratam ca suprafetele biconservative
clasificate anterior nu sunt biarmonice.
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PRELIMINARII

In acest capitol prezentdm mai multe rezultate consacrate despre subvarietiti, care
vor fi utilizate in capitolele urméatoare. Rezultatele din acest capitol nu sunt ori-
ginale. In prima parte a capitolului, urmam monografiile [8], [16], [23], [27], [28],
[40], [45]. In a doua parte, reunim cateva rezultate despre subvarietiti biharmonice
si biconservative, care vor fi utile ulterior.

1.1. CoNVENTII

In aceastd tezi, toate varietiitile sunt presupuse a fi conexe si fird frontierd. In
general, metricele din diferite fibrate vectoriale sunt notate in acelasi mod, si anume
prin (-, ) sau, pur si simplu, nu sunt mentionate explicit, contextul facand clar la
ce fibrate vectoriale ne referim. O metrica riemanniana pe fibratul tangent T'M al
unei varietati M reprezinta metrica riemanniana de pe M. Conexiunea Levi-Civita
a varietatii riemanniene M este notata cu V, iar cAmpul tensorial de curbura al
acesteia cu R. In aceastd tezd, subvarietitile minimale sunt, de asemenea, CMC,
PMC si pseudo-umbilicale, iar subvarietatile total geodezice sunt, de asemenea,
umbilicale. Pe parcursul acestei teze, notam cu S"(r) sfera euclidiana centrata in
origine de dimensiune n si raza r, iar cu S™ sfera unitate S™(1). Notam cu N"(e)
un spatiu simplu conex si complet de curbura sectionald constanta e, adica o forma
spatiala.

1.2. SUBVARIETATI MINIMALE SI BIARMONICE

Un subiect central al Geometriei Diferentiale este cel al aplicatiilor armonice, pe
care le introducem pe scurt in prima parte a acestei sectiuni.

Definitia 1.2.1. O aplicatie neteda ¢ : (M™,g) — (N™, h) se numeste armonicd
daca este un punct critic al functionalului de energie

oo 1
E:C¥0LN) R Ep) =3 [ 1ol v,

unde C*°(M, N) este multimea aplicatiilor netede intre varietatile (M™, g) si (N™, h).

Pentru simplitate, in Definitia 1.2.1 am presupus ca varietatea M este compacta.

In 1964, J. Eells si J. H. Sampson au dedus formula primei variatii a functionalei
energiei si au caracterizat aplicatiile armonice ca fiind solutiile ecuatiei Euler—La-
grange asociate acesteia.

Teorema 1.2.2 ([47]). O aplicatie ¢ : (M™,g) — (N™, h) este armonicd daca si
numai dacd campul tensiune

7(p) = trace Vdy

7



1.2. SUBVARIETATI MINIMALE SI BIARMONICE
O

se anuleazad.

Generalizdnd notiunea de aplicatie armonica, aplicatiile biarmonice sunt punc-
tele critice ale functionalei bienergiei. In cele ce urmeaza introducem definitia si
cateva proprietati care evidentiaza semnificatia lor geometrica.

Definitia 1.2.3. O aplicatie neteda ¢ : (M™, g) — (N, h) se numeste biarmonicd
daca este un punct critic al functionalei bienergiei

1
Ey: CX(M,N) =R, Ex(p) = 5 /M ()] vg.

Din nou, pentru simplitate, in Definitia 1.2.3 am presupus ca varietatea M este
compacta.

Observam ca orice aplicatie armonica este in mod trivial biarmonica. Numim
propriv, biarmonice acele aplicatii care sunt biarmonice, dar nu armonice.

In 1986, G. Y. Jiang a dedus prima variatie a functionalei bienergiei si a ca-
racterizat aplicatiile biarmonice ca fiind solutiile ecuatiei Euler-Lagrange asociate
acesteia.

Teorema 1.2.4 ([66], [67]). O aplicatie ¢ : (M™,g) — (N™, h) este biarmonicd
daca si numai dacda campul tensiune

Ta(p) = —AP7(p) — trace R" (dp(-), 7(0))deo(-)
se anuleaza.

Ecuatiile armonica si biarmonica sunt invariante la transformari omotetice ale
domeniului si/sau codomeniului.

De acum 1nainte ne concentram asupra subvarietatilor biarmonice, deci consi-
deram ¢ : M™ — N" o imersie. Dupa cum am mentionat anterior, campul de
tensiune al lui ¢ este dat de 7(¢) = mH si, prin urmare, ¢ este biharmonica daca
si numai daca

72(p) = —m (AH + trace RV (d(-), H)dg(-)) = 0. (1.2.1)

In continuare prezentim cateva caracteriziri ale subvarietitilor biarmonice in forme
spatiale.

Descompunénd ecuatia biarmonica (1.2.1) in componentele sale normale si tan-
gentiale, se poate obtine urmatorul rezultat.

Teorema 1.2.5 ([30], [96]). O imersie ¢ : M™ — N"(€) este biarmonicd daca si
numai dacd m
2 trace AV<i>H(') + 5 grad |H|* = 0. (1.2.2)

’ AYH + trace B(Ag (), (-)) — meH = 0 (1.2.3)

8
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In cazul hipersuprafetelor, rezultatul anterior poate fi formulat astfel

Corolarul 1.2.6 ([96]). O imersie p : M™ — N™ 1(¢) este biarmonicd dacd si
numat dacd

Af = (me—|AP) f (1.2.4)
St
m
A(grad f) = —Efgrad f- (1.2.5)

In cazul special al subvarietatilor PMC, ecuatiile biarmonice (1.2.2) si (1.2.3)
devin

Corolarul 1.2.7 ([13]). O imersie PMC ¢ : M™ — N"(€) este biarmonica dacd
st numai dacd

trace B(Ag(+), (-)) = meH, (1.2.6)

sau, echivalent,

{ (A, Ay =0, for any & € C(NM) with & L H (12.7)

[An|? = me|H|?

Cele mai importante exemple de hipersuprafete propriu biarmonice in sfera
euclidiana sunt prezentate In urmatoarele doua propozitii.

Propozitia 1.2.8 ([18]). Fie S™(a) o hipersferd micd a lui S™, unde 0 < a < 1.
Atunci, S™(a) este propriu biarmonicd in S™! dacd si numai dacd a = 1//2.

Propozitia 1.2.9 ([67]). Fie m1, mg, m € N astfel incit mi+mgo = m. Consideram
produsul extrinsec S™ (r1) x S™2(rg) C S™F wunde ri,re > 0 siri + 13 = 1.
Atunci, S™ (r1) x S™2(rq) este propriu biarmonic in S™' dacd si numai dacd
r1 =19 = 1/V/2 si my # ma.

Generalizand cele doua exemple prezentate in Propozitiile 1.2.8 si 1.2.9, obtinem
doua mari clase de exemple de subvarietati propriu biarmonice in sfere euclidiene.
Prima clasa este data de

Teorema 1.2.10 ([19]). Fie M™ o subvarietate minimald intr-o hipersferd micd
S™(a) a luiS"*, unde 0 < a < 1. Atunci, M este o subvarietate propriu biarmonicd
in S" dacd si numai dacd a = 1//2.

In acest caz, subvarietatea M is PMC, pseudo-umbilicals, |H| = 1 si Ay e
paralel.
A doua clasd de exemple este reprezentata de

Teorema 1.2.11 ([19]). Fie M{"*, M3"* doud subvarietati minimale in S™ (r1) si
S"2(ry), respectiv, unde r2+r3 = 1 siny+ng = n—1. Considerdm produsul extrinsec
S™ (1) x S"2(re) in S™. Atunci, M™ = M{"* x M3"* este propriu biarmonicd in S™
daca si numai dacd r1 = rg = 1/\/5 st my # my.

9
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O proprietate interesanta a subvarietatilor biarmonice este ca curbura lor medie
este marginita superior. Mai mult, daca aceasta atinge marginea superioara, atunci
subvarietatea apartine uneia dintre cele doua clase de mai sus.

Teorema 1.2.12 ([9], [97]). Fie M™ o subvarietate CMC propriu biarmonica in
S*. Atunci, |H| € (0,1]. Mai mult, |H| =1 daca si numai daca M este minimald
in hipersfera micq S"! (1/\/5) c Ss”.

1.3. SUBVARIETATI BICONSERVATIVE

In cele ce urmeaza, prezentam definitia si citeva proprietiti de baza ale subvarie-
tatilor biconservative, o generalizare naturala a subvarietatilor biarmonice.

Fie ¢ : M™ — (N, h) o aplicatie data si presupunem ca metrica h este fixata,
iar M este compacta. Pe multimea ¢ a tuturor metricilor definite pe M consideram
functionala

gg Ig%R, gg(g) :EQ(()O)

In [76] a fost demonstrat ci punctele critice ale & sunt caracterizate de anularea
campului tensiune simetric de tip (0, 2)

52(X,Y) =%|T(¢)\2<X» Y) + (dp, VT(0))(X,Y)
— (dp(X), Vy7(p)) = {dp(Y), Vx7(p)).

De fapt, tensorul S a fost introdus in [68] direct prin definitia de mai sus si s-a
aratat ca satisface
div Sy = —(12(p), dp).

Prin urmare, tensorul Sy se numeste campul tensorial de stres-bienergie a lui M
pentru ca se anuleaza cand ¢ este o aplicatie biarmonica, adica un punct critic al
lui EQ.

Daci ¢ este o imersie, atunci (div Sz)* = —7(¢)
tangenta a campului bitensiune.

T, unde Tg((p)T este componenta

Definitia 1.3.1 ([20]). O aplicatie ¢ : M™ — N se numeste biconservativa daca
div Sy = 0.

Propozitia 1.3.2 ([20]). Fie ¢ : M™ — N" o subvarietate a lui N. Atunci, M
este biconservativa daca si numai daca componenta tangentd a campului bitensiune
se anuleazd, adicd T2(¢)T = 0.

In cazul hipersuprafetelor in forme spatiale avem urméatoarea caracterizare.

Propozitia 1.3.3 ([20]). Fie ¢ : M™ — N™"L(€) o hipersuprafatd intr-o formd
spatiald. Atunci, M este biconservativd dacd st numai dacd

A(grad f) = —%f grad f. (1.3.1)

10
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Corolarul 1.3.4. Orice hipersuprafata CMC intr-o formd spatiald este biconser-
vativd.

In continuare prezentim dous rezultate de rigiditate pentru hipersuprafete com-
pacte biconservative in forme spatiale. Mentionam ca exemple de hipersuprafete
compacte ne-CMC biconservative in S™ au fost gasite de S. Montaldo, C. Oniciuc
and A. Pampano in [79], [83].

Teorema 1.3.5 ([54]). Fie ¢ : M™ — N™VL(¢) o hipersuprafati compactd ne-
minimald biconservativd. Dacd Riem™ > 0 si m < 10, atunci VA = 0 si (M)
este una dintre urmdtoarele hipersuprafete

a) hipersfera euclidiana S™(r) de raza r > 0, dacd € € {—1,0}, adicd N este fie
spatiul hiperbolic H™ 1!, fie spatiul euclidian R™t!;

b) fie hipersfera mica S™(r), r € (0,1), fie produsul extrinsec S™ (r1) x S"™2(rq),
unde r? +13 =1, my +ma = m sir1 # /m1/m, dacd € = 1, adicd N este
sfera euclidiand unitard STt

Teorema 1.3.6 ([52]). Fie ¢ : M™ — N™%Y(¢) o hipersuprafatd compactd ne-
minimald biconservativd. Dacd Riem™ > 0 si M are curbura scalard normalizatd
constantd, atunci VA =0 si p(M) este una dintre urmatoarele hipersuprafete

a) hipersfera euclidiand S™(r) de raza r > 0, dacd € € {—1,0}, adicd N este fie
spatiul hiperbolic ™+, fie spatiul euclidian R™+!;

b) fie hipersfera mica S™(r), r € (0,1), fie produsul extrinsec S™ (r1) x S™2(ry),
unde 7'% —i—r% =1, mi+mg=m siry # /mi/m, dacd € =1, adicd N este
sfera euclidiand unitard S™t'.

11



2

HIPERSUPRAFETE BIARMONICE CU CEL MULT TREI CURBURI
PRINCIPALE DISTINCTE IN FORME SPATIALE

In [56], Y. Fu a demonstrat ca orice hipersuprafata biarmonica M™, m > 4, cu
cel mult trei curburi principale distincte intr-o forma spatiala N1 (e) este CMC.
La finalul demonstratiei sale, acesta a afirmat cd un anumit polinom este nenul,
lucru care se dovedeste a fi fals pentru cel putin o hipersuprafata. In acest capitol
determinam toate cazurile In care demonstratia sa esueaza si, folosind o metoda
noua care implica instrumente algebrice si programare in Mathematica, aratam ca
orice hipersuprafata biarmonica avand cel mult trei curburi principale distincte este
CMC.

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in [2].

Reamintim rezultatul obtinut de Y. Fu privind hipersuprafetele biarmonice pro-
prii cu cel mult trei curburi principale distincte in forme spatiale.

Teorema 2.0.1 ([56]). Fie M™ o hipersuprafatd biarmonicd in N™ (), m > 4,
cu cel mult trei curburi principale distincte in orice punct. Atunci, M™ este CMC.

Céand ¢ < 0, obtinem ca, de fapt, M este minimald. Cand € = 1, folosind
clasificarea hipersuprafetelor isoparametrice propriu biarmonice obtinuta in [63],
[64] putem da urmatorul raspuns pozitiv la Conjectura (C2).

Corolarul 2.0.2. Fie M™ o hipersuprafatd propriu biarmonicd in S™, m > 4,
cu cel mult trei curburi principale distincte in orice punct. Atunci, M este fie un
deschis al unei hipersfere mici S™(1/+/2) de razd 1/v/2, fie un deschis al produsului
extrinsec S™ (1/y/2) x S™2(1/4/2), m1 +ma = m, my # ma.

2.1. DEMONSTRATIA TEOREMEI 2.0.1

Rezultatul din [56] reprezinta o generalizare la cazul £ < 3 a unui rezultat din [9],
unde ¢ este numarul de curburi principale distincte. Desi in ambele cazuri au fost
utilizate ecuatiile fundamentale pentru hipersuprafete, demonstratia din [56] este
mult mai elaboratd deoarece, atunci cdnd ¢ < 3 in orice punct, este mai dificil de
obtinut polinoamele dorite in functie de curbura medie. Vom folosi notatii similare
celor din [9] pentru o comparare mai usoara cu demonstratia noastra.

Pentru o hipersuprafata arbitrars o : M™ — N™%1(¢), notdm prin

ki >koe> ... > kn

curburile sale principale. Consideram multimea M,4 a tuturor punctelor din M
In care numarul de curburi principale distincte este local constant. Pe orice com-
ponenta conexa a lui My, curburile principale sunt netede, iar operatorul A este
diagonalizabil local In mod neted.
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Vom arata ca grad f = 0 pe fiecare componenta conexa a lui M4 si deci pe M4.
Din densitatea lui M4, rezulta ca grad f = 0 pe M, adica f este constanta.

Consideram o componenta conexa arbitrara a lui M 4. Deoarece M are cel mult
trei curburi principale distincte, pe aceasta componenta avem: fie fiecare punct este
umbilical, fie fiecare punct are exact doua curburi principale distincte, fie fiecare
punct are exact trei curburi principale distincte. Pentru simplitate, notam prin M
componenta conexa aleasa.

Daca M este umbilicala sau daca M are exact doua curburi principale distincte
in orice punct, atunci rezultatul este deja demonstrat (vezi [9]).

Presupunem acum ca M are exact trei curburi principale distincte in orice
punct. In acest caz, operatorul A este (local) diagonalizabil in raport cu un camp
de baze ortonormate Ey, ..., E,,, astfel incat A(E;) = k;E;, pentru orice i € T, m.

Observam ca ipoteza de a avea cel mult trei curburi principale distincte in orice
punct al lui M nu poate fi relaxata astfel incat sa fie valabild in orice punct al
lui My4. Daca acest lucru ar fi posibil, atunci ar exista un punct pg € M\M4 cu
£y > 3 curburi principale distincte. Astfel, existd o vecinatate deschisa Uy a lui py
formata din puncte cu cel putin ¢y curburi principale distincte. Deoarece M4 este
deschisa si densa in M, avem M4 N Uy # @, deci exista un punct care are cel mult
trei curburi principale distincte si, in acelasi timp, cel putin ¢y curburi principale
distincte, contradictie.

Presupunem, prin reducere la absurd, ca grad f # 0 si, la finalul demonstratiei,
vom obtine o contradictie. Daca este necesar, ne putem restrange la o submultime
deschisa, notatd de asemenea (pentru simplitate) prin M, si putem presupune ca
grad f # 0 in orice punct al lui M. Printr-un argument similar, putem presupune
ca f=|H|>0peM.

Notam prin D distributia ortogonala celei determinate de grad f. Se stie ca D
este complet integrabila.”

In continuare, pentru orice p € M notim

ki(p) = ki(p) = ... = ki, (p)
k2(p) = Emﬁ-l(p) =...= Emr‘rmz (p)
ks3(p) = Em1+mz+1(p) =..-= Em1+m2+m3 ()

curburile principale distincte in punctul p, unde m; +mqo+ms = m. Multiplicitatile
my1, mg, ma sunt functii constante pe M.
Din partea normala a ecuatiei biarmonice (1.2.5) putem considera

m grad f
ki = —— d B =—>—=
! 2f an ! | grad f]

pe M.

In prima parte a demonstratiei vom incerca si obtinem cat mai multe informatii
doar din partea tangenta a ecuatiei biarmonice.

Remarcam ca

Eu(k) = =5 Bi(f) = 5 | grad f| # 0

13
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In orice punct al lui M.

Mentionam ca toate formulele urmatoare au loc pe M, daca nu este precizat
altfel.

Din definitia lui F; obtinem de asemenea c& pentru orice i € 2, m,

Ei(f) = 0.
Se stie ca m; = 1. Notam r = 1 4+ my si obtinem
ka(p) = ka(p) = ... = kr(p)
si B _
k3(p) = kri1(p) = - - = km(p)-

Multiplicitatile lui kg si k3 sunt » — 1 si m — r, respectiv. Dupa o eventuala reor-
donare, putem presupune ca mg > mg si deci (m+1)/2 <r < m.
Din definitia curburii medii avem

mf =trace A = —%f—i—(?"— kg + (m —r)ks,

deci 3 ]
m r—

ks = — ko. 2.1.1

3 2(m—r)f m—r ( )

Folosind faptul ca kg # k1, k3 # k1 si k3 # ko, obtinem

(m—r+3) 3m

kZ#_%f7 kQ#m2(7~71) f and kQ#Z

mf (2.1.2)

in fiecare punct al lui M.

Scopul nostru este sa gasim doua polinoame in variabilele f si ko care au solutii
comune. Prin urmare, rezultanta lor trebuie sa se anuleze. Se dovedeste ca rezul-
tanta este o ecuatie polinomiala in f si, prin continuitate, f trebuie sa fie constanta,
ceea ce contrazice faptul ca grad f # 0.

Folosind partea normala si partea tangenta a ecuatiei biarmonice si faptul ca
m > 4, aratam ca functiile kg si k3 sunt constante in lungul foilor lui D.

Lema 2.1.1. Avem E;(k2) = E;(k3) = 0, pentru orice i € 2, m.

Notam

) " _ Ei(ks)
ki —ky ki — ks

Folosim ecuatia lui Gauss si partea tangenta a ecuatiei biarmonice pentru a obtine

unele relatii pe care (2 si © trebuie sa le satisfaca.

Q

(2.1.3)

Lema 2.1.2. Au loc urmatoarele relatii

E1(Q) 4+ Q% = —¢ — kiko, (2.1.4)
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F1(0) 4 0% = —¢ — kyks,

0O = —e — kks,

E1(Ey (ko)) + 2QF; (ko) — QE1 (k1) + (krka + €) (k1 — ko) = 0,
Ey(Fy(k3)) + 20E; (k3) — OFEy (k1) + (kiks + €)(k1 — k3) = 0.

In continuare, folosim partea normala a ecuatiei biarmonice pentru a obtine o
alta relatie Intre €2 si ©.

Lema 2.1.3. Are loc urmdtoarea relatie

— Ev(EL(f)) = ((r = 1)+ (m —r)O) Er(f)
+ (k% + (r—1)k3 + (m — r)k:%) f=mef. (2.1.9)

O consecinta a (2.1.7), (2.1.8) si (2.1.9) este

Lema 2.1.4. Are loc urmdtoarea formuld

(4= 12+ (= m+3)0)Ei(f) + 3m1((”;l—_7;a;r 6) 13
- 3m(27£ﬁ{ 2 o+ wﬂf? —3(m+ ef =0. (2.1.10)

Observam ca (2.1.10) se anuleaza identic cind m =7, r =4 si 6 = 0, unde
§ = 28k3 — 98 ko + 147 % — 32e.

In acest caz special, (2.1.9) este doar o consecinta a relatiilor (2.1.4) si (2.1.5)
si, prin urmare, nu este necesar si folosim partea normald a ecuatiei biarmonice
in Lema 2.1.3. De asemenea, deoarece m — r > 1, nu avem nevoie de partea
normala in Lema 2.1.1. Mai mult, relatiile deduse din (2.1.10) nu pot furniza
informatii noi. Acest caz special va aparea in mod natural in analiza noastra la
finalul demonstratiei.

Deoarece § = 0 este echivalent cu 14|A|> — 2452 — 96 = 0, putem enunta:

Propozitia 2.1.5. Fie M" o hipersuprafatd biconservativd in N®(€), cu grad f # 0
in fiecare punct al lui M. Presupunem ca M are trei curburi principale distincte
cu multiplicitatile my = 1, mg = 3, ma = 3. Atunci, urmdtoarea relatie

14|A]? — 245f% — 96e = 0

nu poate avea loc pe un deschis al lui M.

Folosind partea tangenta si partea normala a ecuatiei biarmonice, obtinem mai
multe proprietati ale functiilor €2 si ©.

15



2.1. DEMONSTRATIA TEOREMET 2.0.1

<O

Lema 2.1.6. Functiile ) si © satisfac

(r—1)(4 —7r)(mf +2k)Q* + B +7—m)(m(m —7r+3)f —2(r — 1)k2)0? = R,
(2.1.11)

S8t
PQ+ Q06 =0, (2.1.12)

unde P, Q si R sunt expresii polinomiale in variabilele f si ko cu coeficienti care
depind de m, r si €.

Inmultind (2.1.11) cu PQ si folosind (2.1.6), (2.1.12), obtinem o relatie fira
nicio derivata

9 7 5 3
> aig-iks P +e (Z ai7—iks T aisiks PN ai,Sik§f3_1> =0,
1=0 =0 =0 1=0

(2.1.13)

unde coeficientii a;; depind de m, r si €, deci sunt constanti.
Se arata usor ca pentru orice m, 7 si €

729m°(2m — 2r + 3)(3m — 2r + 17)(m — r + 6)
32(m —r)

aog = >0,

ag.0 = 0.

Prin urmare, partea stanga din (2.1.13) este un polinom nenul in f si ks, obtinut
folosind atat partea normala, cat si partea tangenta a ecuatiei biarmonice. Ecuatia
(2.1.13) reprezinta relatia cheie a demonstratiei noastre.

Daca ko este constanta pe M, atunci, din (2.1.13), obtinem un polinom de gradul
9 1n variabila f, cu coeficienti constanti, deci f este constanta pe M, contradictie.

Vom presupune ca kg nu este constanta pe M. Restrangand, daca este necesar,
multimea M, putem presupune cid grad ke # 0 si k2 # 0 In orice punct al lui M.
Din faptul ca

grad ]{22 = El(kg)El 75 0

rezultd Eq(k2) # 0 in orice punct al lui M. Prin urmare,  # 0 in orice punct al
lui M.
Fie v : I — M o curba integrala a lui Eq, v = ~(t).

Lema 2.1.7. In lungul lui v, raportul ka/f nu poate fi constant.

Dupa cum am mentionat anterior, ecuatia polinomiala (2.1.13) joacd un rol
important In demonstratia noastra si observam ca atunci cand e = 0 aceasta devine
o ecuatie polinomiala omogena de grad 9. Prin urmare, vom fmparti analiza in
doua cazuri.

Cazul 1: ¢=0.
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Relatia (2.1.13) devine
9
Z aiyg,ikéfg_l = 0

i=0
Folosind faptul ca f > 0, putem imparti la si obtine

S .(kz)i_o
P 2,9—1 f — U.

Prin urmare, obtinem o ecuatie polinomiald in variabila z = ko/f cu coeficienti
constanti. Am vazut ca aggo este diferit de zero si nu depinde de €, deci acest
polinom este diferit de polinomul nul, iar aceasta implica faptul ca z este constant,
ceea ce contrazice Lema 2.1.7.

Cazul 2: ¢ #0.
In lungul lui v avem
K5(t) = (E1(k2)) (v(t)) # 0, pentru orice t € I,

unde ky := kg 0. In acest caz t — ko(t) este un difeomorfism si ¢ = (ko).
In continuare notam

@)= (Fon)®), flk2) = f(t(k2)) si (k) = v(t(k2)).
O consecinta directa a Lemei 2.1.7 este
Observatia 2.1.8. In lungul lui 4, raportul ko/ f nu poate fi constant.
Lema 2.1.9. In lungul lui 5, Q = Q o7 nu se anuleazd.
Putem exprima derivata lui f in raport cu ks ca o relatie rationald in f si ko.

Lema 2.1.10. In lungul lui 5 derivata lui f in raport cu ko este

df 2r—1) 2(m(m—r+3)f—2r- 1)/@)]5'

dky — 3m 3m(mf + 2k2)Q (2.1.14)

Luand in considerare Lema 2.1.9, putem restrange ¥, daca este necesar, si pre-
supune c& Q(k2) # 0 pentru orice ks.

Pentru a obtine o alta relatie cheie pentru demonstratia noastra, derivam primul
polinom dat de (2.1.13) in raport cu kg in lungul lui 7 si inlocuind derivata lui f
in raport cu ko din Lema 2.1.10, obtinem

12 10 8
> bigaiky [P e (Z bigo—iks [0+ big_ikh 5
=0 =0 =0

6 4
+ > bigiky FOT 4 biaikd f‘“) =0, (2.1.15)
i=0 i=0
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unde coeficientii b;; depind de m, r si € si sunt constanti.

Relatiile (2.1.13) si (2.1.15) pot fi privite ca doud ecuatii polinomiale in ks,
cu coeficienti care depind de functia f = f(ky). La fel ca in demonstratia Lemei
2.1.9, putem calcula rezultanta celor douad polinoame si, in final, putem obtine
un polinom in f cu coeficienti constanti. Daca acest polinom este nenul, atunci
obtinem o contradictie si incheiem demonstratia.

Deoarece derivata lui f in raport cu ke este diferitd de zero, pentru orice ks,
putem schimba punctul de vedere, iar (2.1.13) impreuna cu (2.1.15) pot fi con-
siderate ca doui ecuatii polinomiale in f, cu coeficienti care depind de functia
ko = ky(f). Asa cum am descris mai sus, putem calcula rezultanta acestor noi
polinoame, obtinand un polinom in ko cu coeficienti constanti. Din nou, daca acest
polinom este nenul, atunci obtinem o contradictie.

Deoarece volumul de calcule este foarte mare, nu am putut calcula rezultanta
pentru €, m si r generice. Din acest motiv, am realizat un program in Mathematica
care calculeaza rezultanta pentru orice alegere particulara a lui €, m si r.

In prima situatie, cAnd rezultanta este un polinom in 1, obtinem ca, pentru orice
e # 0, m € 4,30 si toate valorile posibile ale lui r, singurul caz in care rezultanta
este polinomul nul este dat de

m=7 si r=4.

In a doua situatie, cAnd rezultanta este un polinom in ks, rezultanta (care ar
trebui s& fie un polinom in ko) este polinomul nul pentru orice € # 0, m € 4,30 si
pentru toate valorile posibile ale lui r.

Pentru a reduce volumul de calcule si pentru a putea calcula rezultanta in cazul
generic, vom reduce gradul polinoamelor din (2.1.13) si (2.1.15). Astfel, impartim
(2.1.13) prin f3 si (2.1.15) prin f%, iar notdnd Z = ko/f, obtinem

9 7 5 3
Z ai79_i§lf6 +e€ (Z ai,7_i21f4 + Z aiv5_i21f2 + Z ai73_i2’> =0 (2.1.16)
=0 =0 =0 =0

si

szu zzf +€<szlO zzf +Zb18 zzf4

=0 = 0
+ Z big—iZ 2+ b4z> =0. (2.1.17)
=0 =0

Folosind Mathematica putem calcula rezultanta acestor polinoame in cazul ge-
neral si demonstra ca aceasta se anuleaza doar cand m =7 si r = 4.
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Subcazul 2.1: ¢ 20, m =7 sir =4.

In acest caz ecuatiile (2.1.13) si (2.1.15) devin

45927 . .
e (326 — 147f% + 98 fky — 28k;§)

x (3366 F— 17153 — 32¢ky + 1470 f2ky — 204712 + 28k§)
x (32e(7F + ko) + 7 (147f° — 63/%ks — 4k5) ) =0 (2.1.18)
si

1240029
16
X [8192063 (343 24+ TFky — 2k§) — 7168¢2 (66542 7

(7F — 4ks) (32¢ — 14772 + 98y — 2813 )

— 122013k + 2653 f7k3 + 476 k3 — 68k} )

— 784¢ (2384193 76 — 1172717 ks + 559384 f4k2

— 154252 k3 + 40656 f2k3 — 6384 k3 + 608K

+ 2401 (6950895 18 — 10169607 f ko + 5436942 fO k2

— 1685894 f°k3 + 421456 f*k3 — 69608 f3k3

+ 10288 2§ — 896/k3 + 64k5 )| =0, (2.1.19)
respectiv. B .

Se observa ca din (2.1.18) si (2.1.19) c& polinomul § = 28k3 —98 f ko +147 2 —32¢
este singurul factor comun. Conica § = 0 este o elipsa cdnd ¢ > 0 si o elipsa
imaginara cand e < 0.

Pe de alta parte, din (2.1.10) obtinem ca § = 0. Deci, dupa cum am mentionat

anterior, acest caz este reprezentat de Propozitia 2.1.5.
Folosind faptul ca = 0, obtinem

14386462720 x €* f — 356598824960 x € f3 — 2331746708480 x €2 f°
+ 42758681977200 x ef7 + 151265495839500 17 = 0.

Acesta este o ecuatie polinomiala de grad 9 in variabila f cu coeficienti constanti,
ceea ce reprezinta o contradictie.
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3

REZULTATE DE TIP GAP PENTRU SUBVARIETATI BIARMONICE IN
SFERE EUCLIDIENE

In acest capitol, studiem o clasi particulara de subvarietiti biarmonice proprii
in sfere si dorim sa vedem cand acestea apartin uneia dintre cele doua clase de
subvarietati biarmonice prezentate in Teoremele 1.2.10 si 1.2.11.

Pentru aceasta consideram ¢q : M{"' — S"(r1), @2 : M3 — S™(rq) doua
imersii si ¢ : S"(r1) x S"2(r2) — S™ incluziunea canonicd. Dorim si vedem cand
compunerea 1o (p1 X p9) : M = M x My — S™ apartine uneia dintre cele doua clase
de exemple mentionate mai sus. Cu alte cuvinte, dorim sa vedem cand exista o alta
descompunere (intrinsecd) a lui M ca M = M; x M si o altd descompunere a lui
R+ astfel inct, pana la izometrii ale lui R"!) s& avem 1o (p1 X @2) = 10(P1 X P2),
cu @1 si Po imersii minimale in anumite sfere de raza 1/v/2.

Observam ca fiecare imersie p; satisface o ecuatie de tipul 72(p;) = N7 (p;),
1 € 1,2, cu A\jAg < 0. Prin urmare, pentru a raspunde intrebarii noastre privind
obtinerea unei alte descompuneri a lui M, vom studia asa-numitele subvarietati
A-biharmonice.

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in [5].

3.1. SUBVARIETATI \-BIARMONICE

In aceastd sectiune vom prezenta citeva rezultate de caracterizare ale subvarietatilor
A-biarmonice, care vor fi utile ulterior.

Stim ca ecuatia 72(¢) = A7(p) a aparut deja in literatura (a se vedea, de exem-
plu, [6], [17], [30], [50]), insa nu a fost studiata in contextul nostru al subvarietatilor
din sfere euclidiene. Aceste subvarietati au atras un interes semnificativ datorita
proprietatilor lor geometrice si potentialelor aplicatii. De la studiul lor initial in
anii "90, subvarietatile A-biarmonice continua sa reprezinte un subiect important de
cercetare.

Similar Teoremei 1.2.5, se poate demonstra ca

Teorema 3.1.1. O imersie p : M™ — S™(r) este A\-biarmonic daca si numai dacd

ALH + trace B( A () + (A= %) H =0

) (3.1.1)
4 trace Av(i)H(') +merad |H|* =

In cazul hipersuprafetelor, rezultatul anterior poate fi enuntat in functie de
curbura medie f dupa cum urmeaza.

Corolarul 3.1.2. Fie M™ o hipersuprafatd in S™1(r), sfera de razd r. Atunci,
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M este A\-biarmonicd in S™TY(r) dacd si numai dacd

Af=(B-x-147)f

Agrad f) = —2 f grad
Mai mult, daca M este o hipersuprafata ne-minimald CMC, atunci M este propriu
A-biarmonic in S™TY(r) dacd si numai dacd

m
r2

. 2 m
A< si |A] = 2 A (3.1.2)
In cazul special al subvarietatilor PMC, se obtine o forma mai simpls a Teoremei

3.1.1.

Corolarul 3.1.3. Fie M™ o subvarietate PMC in S™(r). Atunci, M este \-
biarmonic in S™(r) daca si numai dacd

trace B(-, Ar(+)) (m - )\> H (3.1.3)

sau, echivalent,

Aul = (% - ) [H]?

r

(3.1.4)
(Ap,A¢) =0, forany& e C(NM) and § L H

3.1.1. EXEMPLE DE HIPERSUPRAFETE A-BIARMONICE

In continuare vom prezenta cateva exemple simple de hipersuprafete A-biarmonice
in S"(r) care vor fi utile in studiul nostru. Prima propozitie oferd exemple de
hipersuprafete A-biarmonice care sunt umbilicale in sfere.

Propozitia 3.1.4. Fie S™(a) o hipersferd micd a lui S™*1(r) si considerdm v :
S™(a) — S™H(r) incluziunea canonicd. Atunci, S™(a) este propriu \-biarmonicd
in S™T(r) dacd si numai dacd A < m/r? si

mr?

a=\—7:.
2m — Ar?

Mai mult, in acest caz |H|?> = 1/r2 — X\/m.

Urmatorul rezultat ofera exemple de hipersuprafete CMC A-biarmonice 1n sfere
care au doua curburi distincte constante (A este din nou paralel).

Propozitia 3.1.5. Consideram ¢ : S™1(r1) x St(ry) — S™H(r) incluziunea ca-
nonicd a unui produs extrinsec, unde 7“% + T‘% =72 1,1 € (0,7) si m > 2. Atunci,
L este propriu A-biarmonica daca st numai daca unul dintre urmdatoarele trei cazurs
are loc
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a) m>2, A= (m—2ym—1)/r? si

m — 2

2 2 __
L] ) Ty =

b) m>2, A< (m—2ym—1)/r?, \#0 si

3m—2—)\7‘211:\/(m—)\r2)2—4(m—1)

2 _ 2
= 2(2m — \r2) "
) m+2—)\r2:|:\/(m—)\r2)2—4(m—1)2
2= 2 (2m — Ar?) "

C) 5aum>2,)\:0§i7~%:r%:r2/2'

3.1.2. PROPRIETATI ALE SUBVARIETATILOR PMC \-BIARMONICE

In cazul mai general al subvarietatilor CMC, avem urmatoarea proprietate privind
imaginea curburii medii a subvarietatilor A-biarmonice. Urmatoarea teorema este
o generalizare a Teoremei 1.2.12.

Teorema 3.1.6. Fie ¢ : M™ — S"(r) o imersie CMC propriu A-biarmonica.
Atunci, N < m/r? si|H| € (0, V1/r? — )\/m} Mai mult, |H| = /1/r? — X\/m daca
si numai dacd M este minimald intr-o hipersferd mica S™ 1 <\/mr2/(2m - )\7‘2)) -

S™(r).

Urmaétoarea teorema clasificad subvarietatile propriu A-biarmonice in sfere care
stau 1n hipersfere mici ale imaginii.

Teorema 3.1.7. Fie ¢ : M™ — S" '(a) o imersie a unei hipersfere mici a lui
S™(r), a € (0,7) si fie v : S""1(a) — S™(r) incluziunea canonicd, unde a® + b*> = r?
st a > 0. Atunci, M este propriu A-biarmonicd in S™(r) daca si numai daca fie
a? =mr?/ (2m — \r?) si M este minimald in S*~1 (\/mTQ/ (2m — )\7"2)), fie a® >
mr?/ (2m — \r?) si M este minimald intr-o hipersferd micd S" 2 <\/m7‘2/ (2m — )\7”2))

a lui S""1(a). In ambele cazuri,

1 A

Hto¥ 2 _
| | r2  m

st in cel din urma avem un rezultat de reducere a codimensiunii, adica M sta intr-o
hipersferd total geodezicd S™2 (\/mrz/ (2m — )\7’2)) c S*L(r) c S*(r).

Atunci cand subvarietatea este PMC, putem demonstra cd imaginea curburii
medii este mai mica. Mali precis, putem arata ca, pentru subvarietati PMC propriu
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A-biarmonice, exista un gap in intervalul din Teorema 3.1.6, in care se afla |H]|, a
se vedea Teorema 3.1.9.
Pentru a obtine acest rezultat, definim caAmpul tensorial simetric de tip (1,1)

®= Ay — |H|?1d,

unde Id este identitatea lui C(T'M). Se poate arita ci trace® = 0 si |®? =
|Ag|? —m|H|*

De acum vom presupune ca dimensiunea m a lui M este mai mare sau egala
decat 2. Cazul m = 2 va fi studiat la finalul acestui capitol.

Lema 3.1.8. Fie p: M™ — S™(r) o subvarietate ne-minimala. Daca M este PMC
si Ag L A,,, pentru orice a € 1,k, atunci

2
[H|?

m

1
—§A|<I>|2 = <2+m\H2— >|<1>|2+mtrace<1>3+\vq>|2.
T

Acum putem enunta rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 3.1.9. Fie ¢ : M™ — S™(r) o imersie PMC propriu A-biarmonicd.
Presupunem cd m > 2 si |H|?> € (0,1/r? — X\/m). Atunci,

—2ym—1
)\Sm 2m
T

%
(O,l’g] y Zf)\ < 0
H? €4 [w1,), ifAe (0,729
{2}, if A= % vm=—1

unde x1 $t xo sunt solutiile pozitive ale urmdtoarei ecuatii de gradul al doilea

<m_22)2>$—|-(m—1))\2:().

mz? + m? (m/\ —
r

Mai mult, avem

a) |H|? = z9 dacd si numai dacd local M = L x I, ¢ = @1 X @o este un produs
extrinsec, o1 : L — S"72(r1) este minimald si po : I — S'(ry) este (un
deschis din) cercul parametrizat prin lungime de arc, unde I = (—¢,¢) si
razele sunt date de

s 3m—2-Xr%—\/(m—XA2)2—4(m—1) ,
2 =

r r
2(2m — Ar?) (3.15)
2 m+2— 2+ /(m— 22 —4(m — 1)7"2
27 2(2m — Ar2)

Daca M este complet si simplu conez, descompunerile anterioare ale lus M si
@ au loc global, adicd M = L x R si pa(R) = St(r3).

23



3.2. SUBVARIETATI BIARMONICE DE TIP PRODUS
O

b) dacid A > 0, atunci |H|? = x1 dacd si numai dacd local M = Lx I, ¢ = p1 X9
este un produs extrinsec, @1 : L — S""2(r1) este minimald si o : I — S'(ro)
este (un deschis din) cercul parametrizat prin lungime de arc, unde I = (—¢,¢€)
st razele sunt date de

3m —2— X2+ /(m— A 22 —4(m—1) ,

2 _

= 2(2m — Ar2) " (5.16)
r2_m+2—)\r2—\/(m—/\r2)2—4(m—1)r2 o
20 2(2m — Ar2)

Daca M este complet si simplu conex, descompunerile anterioare ale lui M si
¢ au loc global, adici M = L x R si p2(R) = St(ry).

3.2. SUBVARIETATI BIARMONICE DE TIP PRODUS

Acum revenim la obiectivul principal al acestui capitol, si anume gasirea unui gap
mai mare pentru curbura medie al anumitor subvarietati PMC biarmonice, si con-
siderdm doud imersii ne-minimale ¢1 : M{™ — S™(r1), m1 > 2, si g9 : MJ"? —
S"2(ry), mg > 2, astfel incat produsul extrinsec M™ = M{™ x My si fie propriu
biarmonic in S, adica to@ = 1o (1 X p2) este o imersie propriu biarmonica, unde
¢ este incluziunea canonica a lui S™ (r1) x S"2(r2) in S"™ i ny +ngo =n — 1.

Stim ci M; si My trebuie sa fie CMC, \; = 2r3(m1/r} — ma/r3) si A2 =
2r2(ma /13 —mq/7?).

Conform Teoremei 3.1.6, razele r; si ro trebuie sa satisfacd urmaéatoarele con-

strangeri

mp 2mi+ma . ma mi + 2mo
—<r%<7 S1 —<r§<7.
2m 2m 2m

Mai mult, daca M; si Ma sunt PMC, conform Teoremei 3.1.9, obtinem intervale
mai restrictive pentru razele r; si 9, adica

mi +2¢ym; — 1 2 < 2mi1 +mo — 2¢/mo — 1
=T >
2m

2m

2m

. (3.2.1)
mi + 2mg — 2/mq1 — 1

2m

meo + 2¢v/mgo — 1 <

2m -

3

Propozitia 3.2.1. Fie @1 : M{™ — S"(r1) si @2 : M3 — S"2(ry) doud imer-
sii ne-minimale astfel incdt produsul extrinsec M™ = M{"* x M3"* este propriu
biarmonic in S, unde n1 +ne =n — 1. Atunci,

21 N . R 2 1 A
|H?!|" = — — — dacd si numai dacd  |H??|" = 5 — —.

In acest caz, |[H?|> = 1.

Din Propozitia 3.2.1, putem deduce urmatorul rezultat.
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Teorema 3.2.2. Fie o1 : M{™ — S™(r1) si o : M3 — S"2(re) doud imersii ne-
minimale astfel incat produsul extrinsec M™ = M]™ x My este propriu biarmonic
inS", 12+ 12 =1sin, +ng =n—1. Atunci, |H*¥| = 1 dacd si numai dacd @1
st o sunt PMC' si pseudo-umbilicale. Mai mult, in acest caz, avem un rezultat de
reducere a codimensiunii, adicd M este minimal in S"~2(1/4/2) C S*~1.

Urmatorul rezultat arata ca existd un gap pentru imaginea curburii medii a
subvarietatilor PMC propriu biarmonice M in S”, cand M = M; x Ma, si M; este
PMC si ne-minimala in S"™(r;), ¢ € {1, 2}.

Teorema 3.2.3. Fie o1 : M{™ — S™(r1) si oo : M3 — S"2(rq) doud imersii
PMC' si ne-pseudo-umbilicale, mi; > 2, mg > 2, astfel incdat produsul extrinsec
M™ = M™ x M3"™ este propriu biarmonic in S*, r{ +r3 =1 siny +ng =n— 1.
Atunci, |H*?| € (0,(m —4)/m] si |[H*?| = (m — 4)/m dacd si numai dacd r? =
(3my + mg — 4)/(4(m — 2)) si local, pand la izometrii ale lui S™, p(M) este un
deschis al produsului extrinsec

Y 1 1 1 1 n—4 1 3 1

s (2)XS (2) > (ﬂ) 5 (ﬂ)
unde M, este minimal in S*~*(1/+/2) si splitarea lui R" = R 3 x R* nu depinde
de punctul lui M. Mai mult, daca M este complet, atunci descompunerea anterioard
a lui (M) este globald, unde M, este o subvarietate completd si minimald a lui

s (1/v2).

Continuam acum studiul nostru cu cazul suprafetelor. Mai intai reamintim ca
suprafetele ne-minimale si PMC din S™(r) au fost deja clasificate si sunt: suprafete
minimale intr-o hipersfera mica a lui S”(r) sau suprafete CMC in S?(r’) C S"(r),
0<r <r.

Obtinem urmatorul rezultat de rigiditate.

Teorema 3.2.4. Fie o1 : M? — S™(r1) si o3 : M2 — S™(ry) doud suprafete
ne-minimale si PMC' astfel incdt produsul extrinsec M* = M3 x M3 este propriu
biarmonic in S™, 7’% + r% =1sin +ne=n—1. Atunci, My si My sunt pseudo-
umbilicale tn S™ (r1) si S™2(rq), respectiv si |H*?| = 1.

Rezumand Teoremele 3.2.2, 3.2.3 si 3.2.4 putem enunta.

Teorema 3.2.5. Fie ¢1 : M{"" — S"(r1), m1 > 2, si p2 : M3 — S"(rg),
mo > 2, doud subvarietdti ne-minimale si PMC astfel incat produsul extrinsec
M™ = M{™ x MJ" este propriu biarmonic in S™, 7§ + 13 =1 siny +ny =n — 1.

a) Dacd my > 2 or mg > 2, atunci
m—4
meele (0, —=|u{1).
v e (0.2 v
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b) Daca mi = mg = 2, atunci @1 si o sunt pseudo-umbilicale, adica

[H¢| = 1.

Incheiem capitolul propunind o problems deschisd care a apérut din urmstoa-
rele consideratii. Stim c& pentru orice a > 1/1/2 exist# o subvarietate M™ a lui
S"~1(a) astfel incat M este propriu biarmonica in S". Atunci cAnd M este o va-
rietate produs, din Teorema 3.2.2 observam ca pentru orice 71 ca in (3.2.1) exista
M = M; x My propriu biarmonica in S", cu |H*¥| = 1 si atat Mj, cat si My
sunt pseudo-umbilicale. Atunci cdnd M; si My nu sunt pseudo-umbilicale, situatia
devine mai rigidd. Am vizut c&, dacg o(M) = LT x S'(by) x LT x S'(by),
exista doar doua valori posibile pentru r1. Nu este dificil de observat ca putem gasi
si alte valori pentru r; astfel incdt M = M; x My sa satisfaca ipotezele Teoremei
3.2.3, considerand (M) = LT~ 5 SF1(by) x L7272 5 S#2(by). Totusi, nu este clar
daca pentru orice 1 putem gasi o astfel de varietate M care sa satisfaca ipotezele
Teoremei 3.2.3. Astfel, putem formula urméatoarea problema deschisa.

Problema Deschisa 1. Demonstrati cd pentru orice r1 astfel incat

9 c mi+2vVmi1 —1 2mi+mo —2¢ymo — 1
2m ’

" 2m

existd un produs extrinsec M = M1 x My propriu biarmonic in S™ astfel incat M;
este PMC' si ne-pseudo-umbilicald in S (r;), i € {1,2}, r# + 73 =1, my > 2,
mo > 2.
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4

REZULTATE DE RIGIDITATE PENTRU HIPERSUPRAFETE COMPACTE
BICONSERVATIVE

In acest capitol prezentim demonstratii alternative pentru rezultatele de rigiditate
prezentate in Teoremele 1.3.5 si 1.3.6, referitoare la hipersuprafetele compacte bi-
conservative de curburd pozitivi din forme spatiale. In plus, demonstrim citeva
rezultate noi de rigiditate prin Inlocuirea ipotezei de curbura sectionala pozitiva cu
anumite estimari ale patratului normei operatorului forma.

Rezultatele prezentate in acest capitol au fost publicate in [3].

4.1. CATEVA PROPRIETATI NOI ALE HIPERSUPRAFETELOR BICONSERVATIVE

In aceastd sectiune demonstrim cateva rezultate noi care vor juca un rol esential
in analiza ulterioara.

Mai intai, fie o : M™ — N™%1(¢) o hipersuprafats intr-o forma spatiali. Rea-
mintim ca am notat prin k;i € I, m curburile principale ale lui M. Consideram
acum submultimea M4 a tuturor punctelor din M In care numarul de curburi prin-
cipale distincte este local constant. Pe orice componenta conexa a lui M4, care este
o submultime deschisa a lui M, curburile principale sunt functii netede si exista un
cAmp local de baze ortonormate E;i € 1,m astfel incat A(E;) = k;E;, pentru orice
i € 1,m. Atunci cand consideram curburile principale distincte ale lui A, notam
multiplicitatile acestora cu my, ..., my, unde £ este numarul de curburi principale
distincte.

Pentru a simplifica calculele, notdim R = R — €. Astfel, avem
m(m —1)R =m?f* — |A]%. (4.1.1)

Urmatoarea lema ne ofera o alta caracterizare a hipersuprafetelor biconserva-
tive.

Lema 4.1.1. Fie M™ o hipersuprafald intr-o formd spatiald N™ 1 (e). Atunci,
div Sy = 0 dacd si numai dacd div (f2A4) = 0.

Din lema anterioara deducem ca, pentru hipersuprafetele biconservative, opera-
torul T = f2A are divergents zero, iar acest fapt conduce la o formuld importanta

enuntata in lema urmatoare. Dupa cum vom vedea, aceasta formula va fi utila in
studiul hipersuprafetelor biconservative de curbura scalara normalizata constanta.

Lema 4.1.2. Fie ¢ : M™ — N™%Y(¢) o hipersuprafatd compactd biconservativd.
Consideram campul tensorial de tip (1,1) definit prin T = f2A si operatorul Cheng-
Yau asociat lui, adica O(-) = (T, Hess(-)). Atunci,

1 13
2 2 2 2
0= /M f §A|A‘ + |VA| + 5 ljzz:l(k‘l — ]{JJ) Rijij Ug. (4.1.2)
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Din formula (1.3.1) deducem rapid un rezultat de rigiditate pentru hipersupra-
fetele biconservative cu Riem™ > 0 in forme spatiale de curburii negativi. Acest
rezultat nu se bazeaza pe compactitatea lui M, nici pe conditia m < 10 si nici pe
faptul ca curbura scalard normalizata este constanta.

Propozitia 4.1.3. Fie p : M™ — N™%1(¢) o hipersuprafatd biconservativd intr-o
forma spatiald cu e < 0. Daca Riem™ > 0, atunci M este CMC.

Avem urmétoarea inegalitate importanta.

Lema 4.1.4. Fie p : M™ — N™%1(¢) o hipersuprafatd biconservativd intr-o formd
spatiala. Atunci,

1 5 m? 3(m — 10) o 1 &~
— < N § e 1.
2A <|A| + 2 !/ ) - m+26 VAl 2”:1(& i) Biji (4.1.3)

4.2. HIPERSUPRAFETE BICONSERVATIVE CU DIMENSIUNEA CEL MULT 10

In aceastd sectiune prezentdm dous demonstratii alternative ale Teoremei 1.3.5, un
rezultat de rigiditate pentru hipersuprafete compacte biconservative, ne-minimale,
de dimensiune cel mult 10 si de curbura sectionala pozitiva.

Demonstratia Teoremei 1.3.5 nu a fost oferita explicit in [54], insd, asa cum in-
dica autorii, aceasta poate fi obtinuta urmand aceiasi pasi utilizati in demonstratia
unei teoreme din [52], care este destul de lunga si laborioasa. Aceasta se bazeaza
pe utilizarea conditiei de egalitate in inegalitatea lui J. H. Chen si pe faptul ca

D) Z E E UU = <_ trace(RA)('a 7')’A>' (4-2-1)

=1

Din conditia de egalitate din inegalitatea lui J. H. Chen se obtin expresiile lui

(VA)(E;, Ej), unde E;j; 1. este un camp local de baze ortonormate care diagona-

lizeaza operatorul forma. In final, inlocuind acestea in
m
> ((V2A) (B, B, By) — (V2A) (B, Ej, E:), A(E;) ) =0,
ij=1

care rezulta din (4.2.1), se obtine ca f este constanta si concluzionam.
In continuare prezentam doua demonstratii alternative ale Teoremei 1.3.5 si
doua generalizari ale acesteia.

4.2.1. PRIMA DEMONSTRATIE ALTERNATIVA A TEOREMEI 1.3.5

Deoarece m < 10 si Riem™ > 0, membrul drept al (4.1.3) este negativ, adica

2
A (\A|2 4 ”;f2> <0
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Deoarece M este compacta, ultima relatie implics faptul ca |A|? + m2f2/2 este
constantd pe M, adica partea stdnga a lui (4.1.3) se anuleazd pe M (a se vedea, de
exemplu, [45]). Prin urmare, din faptul ca m < 10 si din (4.1.3), obtinem ca pe M

avem
m

> (ki — k)’ Riji; = 0.
ij=1
Folosind din nou faptul cd Riem™ > 0, obtinem
(ki — kj)(e + kik;) = 0, pentru orice i,j € 1, m. (4.2.2)

Ultima relatie implica faptul cd M are cel mult doua curburi principale distincte
in orice punct.

Consideram acum submultimea My4 a tuturor punctelor din M 1n care numarul
de curburi principale distincte este local constant. Aceasta multime este deschisa
si densd in M. In cele ce urmeazi vom arita ca grad f = 0 pe fiecare componenta
conexa a lui M4 si astfel, din densitate, vom concluziona ca grad f = 0 pe M, adica
f este constanta. Atunci rezulta ca VA = 0.

Consideram o componenta conexa arbitrara a lui M 4. Deoarece M are cel mult
doua curburi principale distincte, pe aceasta componenta avem: fie fiecare punct
este umbilical, fie fiecare punct are exact doud curburi principale distincte. Pentru
simplitate, notam prin M componenta conexa aleasa.

Daca M este umbilicala, atunci este CMC.

Presupunem acum ca M are exact doua curburi principale distincte in orice
punct. In acest caz, A este local diagonalizabil in raport cu un camp neted de
repere ortonormate Ej; 1. Notam

klz---:kml Sl km1+1:...:km.
Presupunem cé grad f # 0 si vom obtine o contradictie. Daca este necesar, ne
putem restrange la o submultime deschisa a lui M, notata din nou prin M, astfel
incat grad f # 0 in orice punct al lui M.
Acum, deoarece M este biconservativa, putem considera ca

— m i grad f
ki =—— =1 E=—=>—"—
! 2 o oM | grad f]|
pe M. Deoarece trace A = mf, avem
— 3m
ko = —f.
27 2(m— 1)f
Folosind (4.2.2), obtinem
- — 3m?
= kiky=e— —— 2
O0=ec+ kiko =€ (m — 1)f

Observam ca aceasta relatie este falsa dacd e < 0. Daca € > 0, deoarece f este
neteda, obtinem ca f este constanta pe M, ceea ce contrazice faptul ca grad f # 0
in orice punct al lui M. ]

29



4.2. HIPERSUPRAFETE BICONSERVATIVE CU DIMENSIUNEA CEL MULT 10

<O

4.2.2. A DOUA DEMONSTRATIE ALTERNATIVA A TEOREMET 1.3.5

Ca in prima demonstratie, folosind (4.1.3), obtinem ca | A|2+m? f2 /2 este constanta
pe M Si ca (Ez — Ej)ZRijij =0 pe M.

Vom demonstra ca grad f = 0 pe fiecare componenta conexa a lui M4 si astfel,
din densitate, vom obtine ca grad f = 0 pe M. Alegem o componenta arbitrara a
lui M4, pe care o notam de asemenea prin M. Presupunem ca grad f % 0 in orice
punct al lui M si vom obtine o contradictie. Astfel, pe M, curburile principale k;
sunt functii netede, i € 1, m, iar operatorul A este local diagonalizabil in mod neted

In raport cu un camp local de baze ortonormate F;

i€l,m"
Folosind faptul ca M este biconservativa, putem considera ca
— m . grad f
ki=——f, m=1 si EFj=—"""-
! 2 / ! ’ ! | grad f|

pe M.
Deoarece mi =1 si (k; — kj)QRijij =0, avem Rj41, = 0, pentru orice a € 2, m.
Folosind asta, obtinem

(k1 — ko) E1(F1 (ko)) = E1(k1) By (ke) — 2(Ey(ka))?. (4.2.3)
Asta implica
> (k1 — ka)E1(kq) = 0.
a=2

Derivand relatia anterioara in raport cu Ej si folosind (4.2.3), obtinem

3m?

0=— T(El(f))2 -3 i(El(Ea))Q,
a=2

care este echivalenta
m?2 n —
7| grad f|* + Z(El(ka))2 = 0.
a=2

Prin urmare, |grad f| = 0, care contrazice presupunerea ca grad f # 0. O

4.2.3. (GENERALIZARI ALE TEOREMEI 1.3.5

Mai intdi prezentam o generalizare a Teoremei 1.3.5, In care Inlocuim ipoteza
Riem™ > 0 cu anumite estimri ale lui |A|? in functie de curbura medie f.

Teorema 4.2.1. Fie ¢ : M™ — N™*L(€) o hipersuprafatd compactd ne-minimald
biconservativa. Daca m < 10, € + f2 >0 cand e <0 si

m3
2(m—1)

m(m — 2)

G m o dm = ef?, (424

f? -

mf? < |A]? < me+

atunci VA = 0. Mai mult, fie |A|> = mf? pe M, adicd M este umbilicald, fie avem
egalitate in a doua inegalitate a lui (4.2.4). Mai exact, avem
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a) dacda e = —1, atunci p(M) este o hipersferd a lui S™(r) de raza r > 0,
b) dacd € =0, atunci (M) este o hipersfera S™(r),

¢) dacd € = 1, atunci (M) este fie o hipersferd micd S™(r) a lui S™, fie un
produs extrinsec S*(r1) x S™"Y(ry), unde r¥ +r2 =1 siry > 1/\/m.

Rezultatul urmitor este similar Teoremei 4.2.1, insd estimarile lui |A|? sunt in
functie de curbura scalara normalizata.

Teorema 4.2.2. Fie ¢ : M™ — N™V(¢) o hipersuprafatd compactd ne-minimald
biconservativa. Daca 3 < m < 10, mR + 2¢ > 0,

m —

2 m
2m(m — 1)

s A g

St

m

R<I|AP? < _
mi <A < Rt 20

(me2 +4(m —1)eR + m(m — 1)R2> , (4.2.5)

atunci VA = 0. Mai mult, fie |A|> = mR pe M, adicd M este umbilicald, fie avem
egalitate in a doua inegalitate a lui (4.2.5). Mai exact, avem

a) daca e = =1, atunci (M) este o hipersfera S™(r) de raza r > 0,
b) dacd € =0, atunci (M) este o hipersfera S™(r),

c¢) dacd € = 1, atunci (M) este fie o hipersferd micd S™(r) a lui S™, fie un
produs extrinsec S'(r1) x S""Y(ry), unde r¥ +1r3 =1 siry > 1//m.

4.3. HIPERSUPRAFETE BICONSERVATIVE DE CURBURA SCALARA NORMALIZATA
CONSTANTA

In aceastd sectiune oferim o demonstratie alternativa a Teoremei 1.3.6, un rezultat
de rigiditate pentru hipersuprafete compacte ne-minimale biconservative de curbura
scalara normalizata constanta si curbura sectionald pozitiva.

Demonstratia originala a Teoremei 1.3.6 se bazeaza pe o formula de tip Simons,
obtinut# prin calculul lui (1/2)A|S3|2. Aici prezentdm o demonstratie mai scurts,
care implica operatorul Cheng—Yau.

4.3.1. DEMONSTRATIE ALTERNATIVA A TEOREMEI 1.3.6

Deoarece M are curbura scalari normalizati constanti, obtinem A|A[2 = m?Af2.
Mai departe, prin calcule directe, deducem ci f2Af? = (1/2)Af* + 4f2|grad f|?,
ceea ce implica faptul ca

1 271
S8R = T (JAF 4 a7 grad 7).
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Deoarece M este o hipersuprafata compacta biconservativa, combinidnd formula de
mai sus cu formula integrala (4.1.2), demonstrata folosind operatorul Cheng—Yau
asociat tensorului cu divergents zero T = f2A, obtinem

ij=1

1o
O:/ f? <2m2!gradf|2+|VA!2+ §:(’%—kj)2Rim) Vg-
" 2

Deoarece Riem™ > 0, obtinem ca, pe M,
Plerad fP=0 si f2VAP?=o0.

Daca grad f = 0 pe M, atunci f este constanta si nenula, deci VA =0 pe M.

Presupunem prin reducere la absurd ca grad f # 0 Intr-un punct p € M, deci
pe o vecinatate deschisa U a lui p. Atunci f = 0 pe U, ceea ce implica grad f =0
pe U, contradictie.

In concluzie, grad f = 0 pe M, adici M este CMC, iar astfel VA = 0. 0

4.3.2. O GENERALIZARE A TEOREMEI 1.3.6

La fel ca in sectiunea precedenta, inlocuim ipoteza Riem™ > 0 cu anumite estimari
ale lui |A|? si obtinem

Teorema 4.3.1. Fie M™ o hipersuprafatd compactd ne-minimald biconservativd
in N™Y(e) de curburd scalard normalizatd constantd, m > 3, mR + 2¢ > 0,

_ m — 2 m
R> 2 -
Z Smm = T 3o
St
R<|A?< T 21 4(m - 1)eR ~1DR’). (431
mR < AP < (me? +4(m = 1)eR +m(m - 1)R*) . (43.1)

Atunci, VA = 0. Mai mult, fie |A|> = mR pe M, adici M este umbilical, fie avem

egalitate in a doua inegalitate a lui (4.3.1). Mai exact, avem
a) dacia € = —1, atunci (M) este o hipersferd a lui S™(r) de raza r > 0,
b) dacd € =0, atunci (M) este o hipersfera S™(r),

c¢) dacd € = 1, atunci (M) este fie o hipersferd mica S™(r) a lui S™, fie un
produs extrinsec S'(r1) x S™"Y(ry), unde r? + 13 =1 siry > 1//m.
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5

SUPRAFETE WEINGARTEN BICONSERVATIVE CU FIBRAT NORMAL
PLAT IN FORME SPATIALE 4-DIMENSIONALE

In acest capitol continuim studiul suprafetelor biconservative ne-minimale CMC
in forme spatiale 4-dimensionale, considerand acele suprafete care sunt Weingarten
(W-suprafete) si au fibrat normal plat, dar nu sunt PNMC. Obtinem conditiile de
compatibilitate pentru W-suprafetele ne-CMC (ne-PNMC) biconservative cu fibrat
normal plat in N*(e). Aceste conditii formeazs un sistem de ecuatii diferentiale
ordinare de ordinul I. Studiind acest sistem, oferim citeva familii de exemple de
astfel de suprafete. Dupa aceea, studiem biarmonicitatea W-suprafetelor ne-CMC
(ne-PNMC) cu fibrat normal plat si ardtam ca familiile de suprafete biconservative
gisite anterior nu sunt biarmonice. Incheiem capitolul cu opinia noastrs privind
(non-)existenta acestei clase de suprafete biarmonice.

Rezultatele prezentate in acest capitol sunt incluse in preprintul [4], incarcat pe
arXiv si trimis spre publicare.

5.1. SUPRAFETE BICONSERVATIVE

Fie ¢ : M? — N*(¢) o suprafati si presupunem ca H # 0 in orice punct al lui M.
Atunci functia curburd medie f = |H| este neteda si definim

By — chH e C(NM). (5.1.1)
Fie {E1, F2} un camp de baze ortonormate tangent la M, definit pe o submultime
deschisa U C M, si fie B4 € C(NM) o sectiune normala unitara ortogonala pe Es.
Deoarece rezultatele noastre sunt de natura locala, presupunem ca U = M.
Putem presupune ca {E,} acT1 este restrictia la M a unui camp local de baze
ortonormate pe N4, notat de asemenea {Ea}serg- Fie wl e A (N, 1 <a,b< 4,
formele de conexiune pe N* in raport cu E,, date de

VYE, =wb(V)E,, pentru orice V € C <TN4) .

Folosim aceeasi notatie w® pentru pull-back-ul p*w? si va fi clar din context la care
dintre acestea ne referim. Se poate arita ci 1-forma wi € A'(M) este forma de
conexiune a lui M, adica

VxEr =wi(X)By, forany X € C (TM?).
Notam prin As si A4 operatorii forma asociati lui F3, respectiv Fy.

In cele ce urmeaza presupunem ci grad f # 0 in orice punct al lui M. Aceasta
ipoteza este naturald, deoarece suprafetele biconservative CMC in forme spatiale
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4-dimensionale, N4(¢), au fost clasificate in [80]. Se stie ci suprafetele pseudo-
umbilicale, adici cele pentru care Az = fId, biconservative in N*(¢) sunt CMC (a
se vedea [19] si [44]). Prin urmare, presupunem in continuare ca Az # fId in orice
punct al lui M. Aceasta Inseamna ca valorile proprii ale lui Az au multiplicitati
constante egale cu 1 in orice punct. Rezulta ca functiile valori proprii k; si ko sunt
netede pe M si local putem alege un cAmp de baze ortonormate {Ey, Fs} tangent
la M astfel incat

A3E1 = klEl, A3E2 = koF>. (512)

Presupunem ci Ej si By sunt definite pe M si notam cu w!,w? € AY(M) campul
dual de baze al lui {Ey, F>} pe M. In acest camp de baze duale avem

wh = —w? = a1 + agw?, (5.1.3)
si
wi = —wi = biw! + baw?, (5.1.4)

unde ay, ag, by, by € C°(M).

Atunci cand suprafata este Weingarten si are fibrat normal plat, aceasta se
bucura de mai multe proprietati pe care le descriem in rezultatele urméatoare. Sub-
liniem ca Propozitiile 5.1.1, 5.1.2, 5.1.4 si Lema 5.1.3 sunt similare celor demon-
strate In [65]. Am addugat enunturile si demonstratiile lor pentru completitudine
si pentru coerenta notatiilor.

Propozitia 5.1.1. Fie ¢ : M? — N*(¢) o suprafatd cu fibrat plat. Presupunem cd
H #0, grad f #0 st As # f1d in orice punct. Atunci, urmdatoarele au loc

a) operatorul forma in directia lui Ey este dat de
AsEy =By si AyEy = —aky, (5.1.5)
pentru un anumit « € C°(M);
b) a doua forma fundamentala este data de

B(Ey,Ey) =kiEs+aEy, B(E1,E;) =0, B(E3, Es)=koE3— aFExy;
(5.1.6)

¢) conexiunea Levi-Civita a lui M este data de

Vg, v =—a1Ey, Vg Ey=aamFE, VpgFEl=—aks, VpgFEy=ak,
(5.1.7)
conexiunea in fibratul normal are erpresia

Vi, B3 =b1Ey, Vg Ei=-bE;, Vg,E3=0E;, Vg Ei=-bhE;
(5.1.8)
8t
El(bQ) — Eg(bl) = a1b1 + asbo; (519)

34
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normal plat.

<o

d) curbura gaussiand este

K = Fi(a2) — Ea(a1) — af — a3;

e) ecuatiile Gauss si Codazzi sunt echivalente cu

K = e+ kiky — o?
El(k‘g) = az(k‘z — k‘l) — ab1

Eg(k‘l) = al(k‘g — k‘1) + Oébg
Ey (Oé) = 2avag + koby
EQ(O[) = *20[(1,1 — k‘lbg;

grad f|| grad K.

(k1 + f)EL(f) = — fab,
(ko + F)Ea(f) = faba,
Ey(k) = 2R (g () — 2fay),

2f
ka—h

2f

Es(ky) = (Ba(f) +2fa1),

E\(K) = 6fE1(f) — 4ay (f2 —K—i—e),
Ey(K) = 6fEs(f) +4a1 (f2 ~ K +¢).

(VE, B3, Es)(VE,E3, E)) =0 on M.
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(5.1.10)

(5.1.11)
(5.1.12)
(5.1.13)
(5.1.14)
(5.1.15)

f) mai mult, dacd M? este si o W-suprafatd, atunci grad f este paralel cu
grad K, adica

(5.1.16)

Sub ipoteza aditionald de biconservativitate, W-suprafete cu fibrat normal plat
au proprietati noi.

Propozitia 5.1.2. Fie ¢ : M? — N*(¢) o W-suprafatd biconservativd cu fibrat
Presupunem ca H # 0, grad f # 0 si A3 # fld in orice punct.
Atunci, urmatoarele relatii au loc

(5.1.17)
(5.1.18)

(5.1.19)
(5.1.20)

(5.1.21)
(5.1.22)

Pentru simplitatea expunerii, prin suprafete biconservative ne-CMC Intelegem
suprafete biconservative astfel incat H # 0, grad f # 0 si As # f Id in orice punct.

Sub o ipoteza tehnica minora, observam ca suprafetele pe care le studiem au o
proprietate cheie.

Lema 5.1.3. Fie ¢ : M? — N*(e) o W-suprafatd ne-CMC biconservativd cu fibrat
normal plat. Presupunem cd 3f> + K — e # 0 in orice punct. Atunci,
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Concluzia Lemei 5.1.3 poate fi reformulata ca b1bs = 0 pe M. Daca by = by =0
pe M, atunci (5.1.8) implics faptul ci V+FE3 = 0, adici M este PNMC. Suprafetele
biconservative PNMC in forme spatiale 4-dimensionale au fost clasificate in [91],
[92] si [112]. Deoarece suntem interesati de cazul ne-PNMC, atunci, eventual res-
trangand M, presupunem in continuare ci b? + b3 > 0 pe M.

Propozitia 5.1.4. Fie p : M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC biconservativd cu
fibrat normal plat. Presupunem cd 3f? + K — e # 0 in orice punct. Dacd M este
ne-PNMC, atunci <V$1E37 E4> % 0 in fiecare punct al lui M si <V§2E3, E4> =0
pe M.

Se poate arata ca
E5(b1) = Ey(k1) = Ea(a) = Ea(ka) = E2(K) = Ey(az) =0 on M. (5.1.23)

Presupunem ca ne aflam in ipotezele Propozitiei 5.1.4. Fie pg € M un punct
fixat arbitrar. Consideram {t},.; fluxul Iui £y in jurul lui pg, pentru un interval
deschis I, cu 0 € I, si v = 7(¢) curba integrala a lui Ey cu 7(0) = pg. Definim
urmatorul harta locala

X (5,8) = 95 (v(£)) = Y1) (5)-
Acum, determindm expresia metricii de pe M in aceastd harta locala.

Propozitia 5.1.5. Fie ¢ : M? — N%(¢) o W-suprafatd ne-CMC biconservativd
cu fibrat normal plat. Presupunem cd 3f> + K —e # 0, VYE3 # 0, Ay # 0 si
Vi,Ea2 # 0 in orice punct. Atunci, in jurul oricarui punct, existd o harta locala
(s,t) astfel incit ag = az(s) si g(s,t) = ds® + goa(s)dt?, unde gog = gaa(s) este o
solutie strict pozitiva a urmatorului ODE

dg22

ds

Rezuménd toate informatiile pe care le avem pana in acest moment, obtinem

ca o W-suprafata ne-CMC (ne-PNMC) cu fibrat normal plat trebuie sa satisfaca
urmatorul sistem ODE de ordinul intéi.

= —2a2g22.

Teorema 5.1.6. Fie p : M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC biconservativd cu
fibrat normal plat. Presupunem cd 3f> + K —e # 0, V*E3 # 0, Ay # 0 si
VE,E2 # 0 in orice punct. Atunci, in jurul oricarui punct, exista o harta locala
(s,t) astfel incat f = f(s), k1 = ki(s), k2 = ka(s), a = a(s), ag = aa(s), by = bi(s)
st K = K(s). Mai mult, (az, f,a, ko) este o solutie a urmatorului sistem ODE de
ordinul intai
g = €+ ko(2f — k2) — a® + a3
feo 3f ab;

f—k2
& = 2aag + koby

/;JQ = 2a2(k:2 — f) — aln

: (5.1.24)

unde ag, f, & si ko reprezintd derivatele in raport cu s a lui ag, f, a st ke, respectiv.
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In ceea ce urmeaza dam o reciproca Teoremei 5.1.6. Pentru aceasta, notam mai
mtadild = ag, V=b, W= f, X =asi) = ko si rescriem (5.1.24). Fie

Q={(UW,X,Y)€R* x (0,00) x R* x R |
BV =V # 0 5i W2 + Y2W - V) — &2 £ 0},

si fie I un interval deschis. Definim F) : I x © — R* prin

e+YR2W -Y) - X2 +U?
~WAV(s)

Fy(s,U, W, X,Y) = 3W -
2XU + YV(s)

WY — W) — XV(s)

si este clar ca (5.1.24) este echivalent cu urmatorul sistem ODE de ordinul intai

X(s) = Fy(s,X(s)), pentru orice s, (5.1.25)

unde € € R, X(s) = (U(s),W(s),X(s),V(s)) si V : I — R* este o functie neteda
fixata arbitrar.

Deoarece Fy este neteda, deducem ca fiind data o conditie initiala arbitrara
(s0,Uo, Wo, X0, Y0) € I x Q, sistemul de ecuatii (5.1.25) are o solutie unicd in
vecinatatea lui sg, pentru orice functie neteda V.

Pornind de la o solutie a sistemului (5.1.25), in rezultatul urmator oferim o me-
toda de construire a W-suprafetelor ne-CMC biconservative cu fibrat normal plat,
care satisfac conditiile suplimentare. Astfel, putem spune ca (5.1.25) reprezinta
(toate) conditiile de compatibilitate pentru aceasta clasa de suprafete biconserva-
tive.

Teorema 5.1.7. Fie V : I — R* o functie neteda si consideram (U, W,X,Y) o
solutie a (5.1.25) definitd pe I. Pe I x R definim metrica g(s,t) = ds® + gao(s)dt?,
pentru orice (s,t) € I x R, unde goo este o solutie strict pozitivd a

dg22
“ds —2Ug2a.

S
Atunci, existd o imersie biconservativd ¢ : I x R — N*(e) astfel incat

a) 3f24+ K —e#0, H#0, gradf # 0, A3 # fId, Ay # 0 si Vg, Es # 0 in

orice punct din I X R;
b) ¢ are fibrat normal plat si grad f este paralel cu grad K ;

¢) Vg, B3 = VE, # 0 in orice punct si V,E3 = 0 pe I x R, deci ¢ este ne-
PNMC.

37



5.1. SUPRAFETE BICONSERVATIVE
(6%

Mai mult, avem f = f(s) = W(s), ka = ka(s) = V(s), a = a(s) = X(s), az =
az(s) =U(s) si by =bi(s) =V(s).

Teorema 5.1.7 garanteaza ca orice solutie a sistemului (5.1.25) furnizeaza o W-
suprafatd ne-CMC biconservativa cu fibrat normal plat in N*(e). Prin urmare,
construirea de exemple ale unor astfel de suprafete biconservative este echivalenta
cu gasirea de solutii ale sistemului (5.1.25). In cele ce urmeazi, prezentam o
solutie particulara a sistemului (5.1.25) pentru care J) = 0. Aceastd solutie este o
reminiscenta a situatiei din cazul hipersuprafetelor biconservative, deoarece grad f
este acum un vector propriu al lui As corespunzator valorii proprii 2f.

Teorema 5.1.8. Fie ¢ : M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC cu fibrat normal
plat. Presupunem cd 3f2+ K —e# 0, VYB3 #0, Ay # 0 si Vg, FE2 # 0 in fiecare
punct. Atunci, M satisface As(grad f) = 2f grad f daca si numai dacd, local,

_ 3/
N “=357
v:—?’;gf si wW=f , (5.1.26)
X—c_3f3
y=0

unde ¢ este o constantd strict pozitiva si f este o solutie strict pozitiva a

S5 2 0 2 6.8
e = =0 9.1.27
Ff=5f —gef +3cf ( )
astfel incat f > 0.

Se poate arata ca am obtinut o familie cu 2-parametrica de W-imersii ne-CMC
si ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.

Pentru a determina alte suprafete biconservative cu proprietati specifice, de
exemplu de curbura gaussiana constanta, este util sa rescriem sistemul (5.1.25)
intr-o forma echivalenta.

Sistemul (5.1.25) nu implica in mod explicit curbura gaussiana K, insi toata
informatia furnizata de K este continuta In acest sistem. Dupa cum vom vedea,
prin includerea lui K in (5.1.25), mai precis prin includerea relatiilor (5.1.21) si
(5.1.11) ca restrictie, obtinem un nou sistem echivalent cu (5.1.25). Se dovedeste
ca acest nou sistem este mai adecvat pentru atingerea obiectivului nostru.

Astfel, fie

Q={UW, X, V,K) € R* x (0,00) x (0,00) x R xR |
SW—y#OsiBWQJrIC—e;AO},
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si I un interval deschis. Definim Fy : I x @ — R® prin

K +U?
CWAV(s)
w-=Yy
Fy(s,U,W, X, V,K) = 2XU 4+ YV(s)
WY — W) — XV(s)
6WRAV(s)
3IW =Y

— AU (W2 -K+ e)
si consideram urmatorul sistem ODE
X(s) = Fy(s,X(s)), pentru orice s,

unde € € R, X(s) = U(s),W(s),X(s),V(s),K(s)) si V : I — R* este o functie
neteda fixata arbitrar.
Acum este usor de vazut ca

Propozitia 5.1.9. Sistemul diferential (5.1.25) este echivalent cu urmatorul sistem
diferential

, entru orice S. 5.1.28
K(s) =€+ Y(s)(2W(s) — V(s)) — X2(s) p ( )

Dupd cum am mentionat, prezentam o solutie particulara a (5.1.28) si, in
consecinta o solutie a (5.1.25), cu o interpretare geometrica interesanta.

Teorema 5.1.10. Fie ¢ : M?> — N%(¢) o W-suprafatd ne-CMC' biconservativd
cu fibrat normal plat. Presupunem cd 3f> + K —e # 0, V*E3 # 0, Ay # 0 si
Vi,E2 # 0 in orice punct. Atunci, M are curburd gaussiand constanta K = € daca
st numai daca, local,

__fB=cf) i W=7t
Vefav2—cf X = efi/2—cf

Y =cf?

(5.1.29)

unde ¢ este o constantd reald strict pozitiva si f este o solutie strict pozitivd a
; 5. 9
ff—=f*—Zef?=0 (5.1.30)
2 3
care satisface f > 0.
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Se poate arata ca avem o familie cu 1-parametrica de W-imersii ne-CMC si
ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.

La finalul acestei sectiuni, remarcam ca in demonstratia Teoremei 5.1.7 relatia
3f? + K — € # 0 nu a fost necesari, chiar daci aceasta a fost implicit asigurati de
definitia domeniului 2. De fapt, daca presupunem egalitatea

3f24+K—e=0 (5.1.31)

si modificam usor €2, Teorema 5.1.7 ramane valabila si obtinem un rezultat de
existenta. Mai mult, in rezultatul urmator determinam toate W-suprafetele ne-
CMC biconservative cu fibrat normal plat care satisfac (5.1.31).

Teorema 5.1.11. Fie ¢ : M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC biconservativd cu
fibrat normal plat. Presupunem cd <V§1 FEs, E4> <VE2E3, E4> =0 pe M siV+Ey #
0, Ay # 0 si Vi, Ey # 0 in orice punct. Atunci, M satisface 3f> + K — e =0 dacd
st numai dacd, local,

3/
f e
V— ¢ n St X = 4 3 9 y
f\/ —4dcfz — 2 =\ —defz—c2f
Y =3f+cfz
K=e—3f?
unde ¢ < 0 si f este o solutie strict pozitiva a
.. 7 29 4 4 9
ff—zf +4f —gef =0, (5.1.32)

astfel incit f > 0.
In acest caz, metrica indusi a lui M? este data de
g(s,t) = ds® + f_%(s)dtQ, pentru orice (s,t). (5.1.33)

Se poate arata ca am obtinut o familie cu 2-parametrica de W-imersii ne-CMC
si ne-PNMC biconservative cu fibrat normal plat.
Reamintim ci in cazul suprafetelor ne-CMC biconservative ¢ : (M2 g) —

2
N3(e), ecuatia Gauss este echivalentd cu K = € — 3(]“") (a se vedea [20]).
Inspirdndu-ne din aceasta, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 5.1.12. Flie (M2 =1 xR,g) o suprafatd abstractd cu metrica datd de
(5.1.33) cu f o functie strict pozitiva care satisface f >0 si (5.1.32). Atunci,
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a) exista o familie 1-parametrica de W-suprafete ne-CMC' biconservative ¢ :
(Mz,g) — N%(e) cu fibrat normal plat care satisfac urmdtoarele conditii

(Vb s, Ba) (Vi, B3, Ba) = 0, K = e =3 (f%)” pe M 5i V- By 0, Ay £0,
ViE,E2 # 0 in orice punct. Toate suprafetele din aceasta familie au aceeasi
curburd principald data de

(£ = (e~ K);

b) existd o unicd suprafatd ne-CMC biconservativd v : (M?,g) — N3(e). Cur-
bura et medie este

(7Y = () = 5~ K.

5.2. SUPRAFETE BIARMONICE

In aceastd sectiune dam o caracterizare a W-suprafetelor biarmonice cu fibrat nor-
mal plat si aratam ca suprafetele prezentate in Teoremele 5.1.8, 5.1.10 si 5.1.11 nu
pot fi biarmonice.

Teorema 5.2.1. Fie ¢ : M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC' cu fibrat normal
plat. Presupunem cd 3f% + K —e # 0, VI E3 #0, Ay # 0 si Vg, FEy # 0 in orice
punct. Atunci, M este biarmonica dacd si numai daca, in jurul fiecarui punct,
existd o harta locala (s,t) astfel incat f = f(s), k1 = k1(s), ko = ka(s), a = a(s),
as = az(s), b1 = b1(s), K = K(s) si urmatorul sistem ODE este satisfacut

dg :6+k2(2f—k2)—a2+a%
(3f = k2)f = —faby
& = 20ag + koby

key = 2a5(ky — f) — ab : (5.2.1)
F=aof + f (03 + k2 + k2 — 2¢)

) b1 .

by = —71f + a2by — alks — k1)

unde ao, f, &, ko, by reprezintd derivatele in raport cu s a az, f, o, ko si by,
respectiv.

<

Ca in cazul biconservativ, notam U = U(s) = aa(s), V = ,
W(s) = f(s), X = X(s) = a(s), Y = V(s) = ka(s) si Z = Z(s) = f(s) si

consideram

F:R* x R* x (0,00) x (0,00) x R x (0,00) — R®
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definita prin

e+Y2W —-Y) — X2 +U?

—% FUY +2XOW =)

FU VW, X, Y, Z) = Z
2XU + YV
WY — W) — XV
UZ+WVE+(2W = V)2 + V% — 2¢)

Atunci, sistemul (5.2.1) este echivalent cu urmatorul sistem ODE de ordinul intéi
cu o constrangere

{ X(s) = F(X(s))
(BW(s) = V(s))Z2(s) = =W (s)X(s)V(s)

, pentru orice s, (5.2.2)

unde X (s) = (U(s), V(s), W(s), X(s),V(s), Z(s))-
Constrangerea sistemului (5.2.2) va impiedica, cel mai probabil, existenta W-
suprafetelor biarmonice cu fibrat normal plat.

Observatia 5.2.2. Folosind sistemul (5.2.2), se poate arata cd suprafetele bicon-
servative prezentate in Teoremele 5.1.8, 5.1.10 si 5.1.11 nu sunt biarmonice.

5.3. DIRECTII VIITOARE DE CERCETARE

Inspirati de Observatia (5.2.2), formulam urméatoarea conjectura.

Conjectura 1. Fie p: M? — N*(¢) o W-suprafatd ne-CMC cu fibrat normal plat.
Presupunem cd 3f2+ K —e # 0 and V-E3 # 0 in orice punct. Atunci, M nu poate
fi biarmonica.

Daca Conjectura 1 se dovedeste a fi adevarata, atunci obtinem clasificarea W-
suprafetelor biarmonice cu fibrat normal plat in N*(¢). Mai exact, am avea

Teorema 5.3.1 (adevirati sub validitatea Conjecturii 1). Fie ¢ : M2 — N%(e) o
W-suprafatd propriu biarmonicd cu fibrat normal plat. Presupunem cd 3f?+K —e #
0 in orice punct. Atunci, e > 0, adici N*(¢) este sfera 4-dimensionald S*(r) de
razd r = 1/\/€, si imaginea (M) std minimal intr-o hipersferd micd S3 (r/ﬂ) a
lui S*(r).

Chiar daca Teorema 5.3.1 va fi un rezultat important in teoria suprafetelor biar-
monice 1n forme spatiale 4-dimensionale si, probabil, dificil de demonstrat, aceasta

va reprezenta doar un pas intermediar catre o problema mai generald si mai dificila.
De fapt, cea mai importanta problema deschisa din acest domeniu este
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Conjectura 2. Fie ¢ : M? — N*(¢) o imersie propriu biarmonicd. Atunci, € > 0,
adici N*(e) este sfera 4-dimensionald S*(r) de razd r = 1/+/€, si imaginea (M)
std minimal intr-o hipersferd micd S3 (T/\/i) a lui S*(r).

Tinédnd cont de un rezultat din [97], afirmatia de mai sus poate fi reformulata
astfel

Conjectura 2'. Fie ¢ : M2 — N*(¢) o imersie propriu biarmonica. Atunci, € > 0,
adici N*(e) este sfera 4-dimensionals S*(r) de raza r = 1//e, si |[H| = 1/r.
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