Solutie Geometrie. Clasa a XI-a

1.
a) Centrul de greutate G al triunghiului AgByCy este unicul punct din planul 7 care
satisface relatia vectoriala

? l—0 11— 11—
O == gOAO + gOBO + gOCo,
ceea ce poate fi scris sub forma

si deci G are coordonatele baricentrice (1/3,1/3,1/3) relative la punctele necoliniare
AO; B[)7 C’0'

b) Deoarece A; este mijlocul segmentului [ByCy|, By mijlocul segmentului [CyAy] si
C} mijlocul segmentului [A4yBy], avem ca

Ay = 1By + 3G,

A, (011 Ay
By = 1Co+ 34, = | B =5 101 By
Cy = LA+ 1B, Gy 110 Co

In continuare folosind faptul ca Ay, B, si respectiv Uy sunt mijloacele segmentelor
[B1C1], [ChA4] si [A1By] obtinem

1 1 1 1 1
Ay==-Bi+-Cy = =Ay+ —By + —
2= P15 =540+ bt o

By = %Cl + %Al = 2—12A0 + %Bo + %va
02 = %Al + %Bl = %Ao + %BO + %Cg
Considerand matricea
1 011
A=-110 1 |,
2\110
observam ca putem scrie
A Ao
B, | =A% By
Cs Co

Pentru punctele Az, Bs, C3 avem

1 1 1 1 1
As_—AO‘i‘(—‘i‘—)Bo—i‘(—‘i‘—)Co,

22 22~ 23 22 23
1 1 1 1 1
Bs = (?4_?) Ao+2—230+ (?4_?) Co,

1 1 1 1 1
03: (@‘i‘ﬁ)z‘loﬁ—(?‘i‘?)Bo—F?C&)

c¢) Prin calcul direct se obtine ca

S‘lAS:% 0 -1 0



In consecinta este foarte usor de ridicat la puterea n aceasta matrice

(S71AS)" = §71AmS = Qin 0 (=1 0

Din formula anterioara se obtine

3 .2 on + (_1)n+1 on + (_1)n+1 mn + 2. (_1)71

d) Avem ca

An AO
B, | =4a"( B |,
C, Co

ceea ce Inseamns ca

Ay = [ v 2 (1) Ao+ [+ (—1)™] Bo £ [2 4+ (—1)™Y] Co)

3-2n
1
By =g {2+ (1" Ao+ 27+ 2 (1)) Bo + [2" + (=1)"] Co}
1
Co= g {[2"+ (D)™ Ap + [2" + (1)) Bo+ 2" + 2+ (=1)"] G}
Folosind formulele anterioare, prin calcul direct, se obtine
1 1 1 1 1 1
gAn + an + gCn = gAO + gBO + gO() =G,

ceea ce Inseamna ca G este centrul de greutate al triunghiului A, B, C,,.

1C — 20 d S P
e) Relatia vectoriala AgG = 2G A; poate fi scrisa 20A; = 30? — OAy, ceea ce este
echivalent cu

3

A=3

1
G — §A0.

Analog avem
3 1 3 1/3 1 3 1
A2 = §G— 5141 = §G— 5 (§G— §A0> = ?G_F?AO

Se poate arata (folosind eventual inductia) ca

A, = <§ A (—1)"3) G+ (_1)nA0,

2 22 on on
3 3 3 (=1)m
By=(2-2 4. 4 (-1)"=> B
0 (2 R )2n)G+ 5 Bo.

f) Folosind oricare din cele doua exprimari pentru sirurile A, B, si respectiv C,, se
obtine ca acestea sunt convergente gi

1 1 1

n—00 n—00 n—+00 3 3



g) Pentru fiecare n € N* avem ca 4 - Aria[A, B, C,] = Aria[4,_1B,-1C,_1] ¢ 2 -
Perimetrul[A, B, C,] = Perimetrul[A,,_1B,,_1C,,_1]. Se obtine atunci ca s, = s¢/4",
h) Folosind eventual formula pentru raza cercului circumscris unui triunghi (R =
abc/4S) se obtine ca R, = R,,_1/2si deci R,, = Ro/2". In consecinta lim,, o, R, = 0.
Deoarece G este punct interior tuturor cercurilor C(O,, R,,) si la limita acestea se
reduc la un punct, se obtine ca lim,_,,, O, = G.

i) Punctele D,,, E,,, F,, apartin cercului C(O,, R,). Deoarece la limita aceste cercuri
se reduc la un punct, G, se obtine ca lim,,_,o, D, = lim,,_,o F, = lim,_,, F},, = G.

2.
a) Consideram punctul G (centrul de greutate al tetraedrului AgByCyDg) definit de
1 1 1 1 > 1 1 | 1
=-A -B - -D MG=-MA -MB -M ~MDy, VM.
G = Ao+ Bo+ 1Co+ Dy = MG = - MAg + - MBo + 7 MCy + M Do, ¥

Se arata ca pentru fiecare n € N*, A,,_1A,, B,_1B,, C,_1C, si D,_1D,, sunt con-

curente in acelagi punct G.

b) Deoarece G este centrul de greutate al tetraedrului AgByCyDy avem ca Aoii =
= o . . o

3G A;. Aceasta relatie este echivalenta cu

41
A= -G — = A,.
1 3 3 0

G este centru de greutate al tetraedrului A; B;C;D;, de unde obtinem relatia
8 1
A2 = 3—2G + §A0

Pentru A, se obtine (folosind eventual inductia)

4 4 4 (—=1)
A, =-—-=+ -+ (-1D)"— |G+ Ap.
(3 3? (=) 3n> gn Y
de unde prin trecere la limita avem lim,,_,, A,, = G. Cu rationamente asemanatoare,
se obtine aceeagi limita si pentru sirurile B,,, C), si D,,.




