Fie f,g : R — R doua functii periodice, de perioade principale T1, respectiv T5. Consideram
functia z : R — C definita prin 2z(¢) = f(t) + 7 g(¢).

(a) S& se studieze periodicitatea functiei z.
(b) Sa se determine perioada principald a functiei z cand f(t) = sin(2¢/5) si g(t) = cos(4¢/15).

(c) Fie p,q € Z. Definim functia z, , : R — C, prin z, 4(t) = cos(pt) + ¢ sin(gt). Sa se verifice
ca zp,q este periodica si s& se determine perioada principald. S& se arate cd z1 2(R) = 22 4(R).

(d) Pentru f(t) = {t} si g(t) = cos(t) este evident ca z ia valori in dreptunghiul [0,1) x [—1,1].
Am notat cu {t} partea fractionard a lui ¢ si am identificat C cu planul complex. S& se
descrie z([0, 27]).



Solutie.

(a)

Presupunem ca z este peridica si are perioada principalda T. Atunci z(¢t + T') = z(t) pentru
orice t € R. Identificind partea reala si cea imaginara, obtinem:

fA+T)=f(t), gt+T)=g{), VLR,

adica T este perioada atat pentru f cat si pentru g. Rezultd ca exista doud numere intregi m si
n astfel ca T = nTy si T = mT5. Deducem asadar ca raportul % este un numar rational. Prin
urmare avem o conditie necesara pentru ca z sa fie periodica.

Pentru suficienta, presupunem ca % = T (fractie ireductibila), m,n € Z.

Atunci T = nTy = mT5» este perioada pentru z.

(b)

Avem imediat c& T; = 57 g1 Tp = 157/2, de unde rezultd cd T = 157.

Imaginea prin z a intervalului [0, 157] (de lungime o perioada principald) este reprezentata in
figura de mai jos:
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Figure 1: z([0, 157])



(c)

Avem T} = 2?” and Tr = %’T. Deoarece T} /T este numar rational, avem ca z, 4 este periodica.
Simplificim fractia Iql si obtinem % o fractie ireductibila. Atunci 7' = G717 este perioada principala
pentru functia z, 4.

Faptul ci 21 2(R) = 22 4(R) rezulta imediat deoarece 1/2 = 2/4.
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Figure 2: 21 2(R)



(d)

Functia f este periodica de perioada principala 77 = 1, iar g de perioada principala 2.
Raportul lor nu este un numar rational, deci z nu este periodica.

Imaginea prin z a intervalului [0,27] se obtine din graficul functiei cos : [0,27] — [-1,1],
transland fiecare segment de sinusoidd corespunzator intervalelor de forma [k, k 4+ 1) C [0, 27] (in
total 6 buciti) in intervalul [0,1). La fel proceddm si cu ultima portiune corespunzitoare lui
t € [6,2n]. In final obtinem 7 portiuni de sinusoida, aga ca in figura de mai jos:
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Figure 3: z([0, 27])

Figure 4: z([0, 27]) si graficul functiei cosinus



