a) Fie u € M astfel incat exista v,w € M cuvu = e i uw = e. inmul‘gind
prima egalitate la dreapta cu w, obtinem

v =ve =v(uw) = (Vu)w = ew = w.

b) Fie v € M. Atunci exista v € M astfel incat vu = e. Aplicand
proprietatea pentru v, avem ca exista w € M astfel incat wv = e. Atunci

w = we = w(vu) = (wWv)u = eu = u,
deci uv = e (adica v este invers si la dreapta al lui u).

¢) Presupunem ca pentru u € M exista vy, vy € M astfel incat vy # vs si
viu = vou = e. Daca, prin absurd, u ar avea un invers la dreapta w, atunci
s-ar obtine

v1 = vie = v (uw) = (vu)w = (vau)w = vy(uw) = vee = vy,
o contradictie.

d) Fie M un monoid finit si u € M astfel incat exista v € M cu vu = e.
Presupunem prin absurd ca uw # e,Vw € M. Atunci functia f : M — M,
f(x) = ux,Yx € M, nu este surjectiva. Cum M este finit, deducem ca f
nu este nici injectiva, deci exista x1,zo € M astfel incat x; # o §i f(x1) =
f(zg). Atunci ux; = uzxs, de unde, prin inmultire la stanga cu v, obtinem
r1 = x9, 0 contradictie.

e) Fie F(N) monoidul functiilor f : N — N relativ la compunere si
u € F(N), u(n) = n+ 1,¥n € N. Atunci u are o infinitate de inverse
la stanga, anume orice functie v € F(N) definita prin v(0) = a € N si
v(n) =n —1,Vn > 1, dar nu are inverse la dreapta conform punctului c).

f) Fie F.(N) monoidul functiilor crescatoare f : N — N relativ la com-
punere si u € F.(N), u(n) =n+1,¥n € N. Atunci v are un unic invers la
stanga, anume functia v € F,.(N) definita prin v(0) = 0siv(n) =n—1,Yn >
1, dar nu are inverse la dreapta (in caz contrar u ar fi inversabila, deci bijec-
tiva, o contradictie). .



