Fiind dat € R, notam cu [z] cel mai mare numar intreg care nu-1 depaseste pe
x, numar numit partea intreagd a lui z, si notam cu {x} diferenta {z} = = — [z],
numita partea fractionara a lui x. Sunt evidente urmatoarele caracterizari:

] =n & neZsix e [nn+1),
si
{z}=a & a€[0,l)siz—aeclZ

Amintim si echivalentele
{z}={y} © v—yeZ {2} =2 & [z]=0.
1. Aratati c&, pentru orice x,y € R, are loc egalitatea {z + y} = {{z} + {y}}.

Rezolvare. {x +y} = {[z] + {=} + [y] + {v}} = {{z} + {y}}.

2. Aratati ca, pentru orice n € Z si x € R, are loc egalitatea {nz} = {n{z}}.

Rezolvare. {nz} = {n([z] + {z})} = {n[z] + n{z}} = {n{z}}.
3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia {z°} = {z}>.

Rezolvare. Pentru orice x € R notam n = [z] si @ = {z}. Avem {2?} = {(n+«)?} =
{n? + 2na + o?} = {2na + o?} si {z}? = o® = {a?}. Rezultd ca x este o solutie a
ecuatiei {z?} = {r}? daca si numai dacd 2na € Z.

Sunt posibile numai doua cazuri: daca n = 0 atunci pentru orice @ € [0,1)
avem 2na = 0 € 7Z si deci orice z € [0,1) este solutie, iar daca n # 0 atunci din
echivalenta

k

2naEZcu04€[0,1)<:>a:m,k:0,1,2,...,2\n\—1,
n

rezulta ca solutiile x cu [z] # 0 ale ecuatiei date sunt toate numerele de forma

Lk
r=nmn —_—
2[n|’

cun€Z*sik=0,1,2,...,2|n| — 1.

4. Aratati ca in sirul
{a},{2a},{3a},..., {na},..., (1)

apar numai un numar finit de valori distincte daca si numai daca a este numar
rational.

Rezolvare. Presupunem ca sirul are un numar finit de valori distincte, atunci exista
n gi p > 01n N astfel incat {na} = {(n+ p)a}, de unde urmeaza ca (n+ p)a —na =
pa=q€Z,decia=q/pe€Q.

Reciproc, daca a ste rational, a = ¢/p,q € Z,p € N*, atunci rezulta exact ca
mai sus ca {na} = {(n + p)a} pentru orice n natural, deci sirul (1) este periodic cu
perioada p gi are cel mult p valori distincte.



5. Fie a € Q. Aratati ca ori toate valorile girului

{a},{a®},{a®},... {a"},..., (2)

sunt distincte intre ele, ori toate sunt nule.

Rezolvare. Cazul valorilor nule corespunde lui a € Z. Fie acum a € Q \ Z. Vom
arata ca valorile girului sunt distincte doua cate doua. Presupunem prin reducere
la absurd ca exista doua valori egale, adica exista n,m € N cu m > 0 astfel incat
{a"} = {a"*™}. Rezulta imediat ca a"(a™ — 1) € Z. Fie a = ]%, cuq,p€Z,p>2,
exprimarea lui a ca fractie ireductibila. Urmeaza ca

q"(¢" —p™)

e e,

adica p"*™ este un divizor al produsului ¢"(¢™ — p™). Fie py un factor prim al lui p.
Deoarece fractia ]% a fost aleasa ireductibila, rezulta ca py nu apare in descompunerea
in factori primi nici a lui ¢, nici a lui ¢™, nici a lui ¢™ — p™, si deci p"™™ nu poate
fi un divizor al lui ¢"(¢"™ — p™). Am obtinut contradictia cautata.

6. Aratati ca girul

{(VIy V2L VB Vi (3)

are o infinitate de valori distincte.

Rezolvare. Deoarece pentru orice m € N* avem

1
0O<vVm2+1—m=

B ——)
vm2+1+m

rezulta ca

5 B 1
{vm +1}——m+m.

Deoarece are loc implicatia evidenta

m<p =

1 1
Ve tl+m Pt ltp
rezulta ca au loc inegalitatile
Ve > (V221 > (VB + 1> o> (Vm2+ 1) >
si deci méacar aceste valori din sirul (3) sunt distincte intre ele.

7. Aratati ca, oricare ar fi n € N* are loc inegalitatea

{ﬁ}+{ﬁ}+{ﬁ}+...+{ﬁ}z%. (4)

Rezolvare. Deoarece

2m
0<vm?42m—m= <1,
vm?+42m+m




rezulta ca, pentru orice m € N*, avem

2 2 2
{(Vim+1)2 =1} = {Vm? +2m} = m _ S .
m2+2m-+m 14+ 241 V3+1

Pentru n = 1,2 sau 3 relatia (4) se verifica direct. Fie n > 4. Notam p = [\/n]

siavem p > 2 cu p? < n < (p+1)% Insuma {V1}+ {2} +{V3} +... + {Vn}
apar urmatorii p — 1 termeni

{\/22_1}7{\/32_1}7'”7{\/192_1}

despre care am aritat ci sunt mai mari decat 2/(v/3+1), de unde rezulta inegalitatea
dorita

8. Aratati ca girul

{(VIL V2R AVEY . (Vinh ()

are cel putin o valoare in orice subintervalul (o, 5) C (0, 1).
Rezolvare. Pentru orice m € N avem

Vm?] = [Vm? + 1) = [Vm? + 2] = --- = [Vm? + 2m] = m

de unde obtinem ca
0={vm?} <{vVm?2+1} <{vVm?+2} <--- <{vm?+2m} < 1.

Concluzia rezulta dupa ce se arata ca diferentele dintre oricare doi termeni conse-
cutivi din girul de mai sus sunt mai mici decat 1/2m si deci, pentru m suficient de
mare, intervalul («, ) este prea lung ca sa incapa intre doi termeni consecutivi.



