
Fiind dat x ∈ R, notăm cu [x] cel mai mare număr ı̂ntreg care nu-l depăşeşte pe
x, număr numit partea ı̂ntreagă a lui x, şi notăm cu {x} diferenţa {x} = x − [x],
numită partea fracţionară a lui x. Sunt evidente următoarele caracterizări:

[x] = n ⇔ n ∈ Z şi x ∈ [n, n+ 1),

şi
{x} = α ⇔ α ∈ [ 0, 1) şi x− α ∈ Z.

Amintim şi echivalenţele

{x} = {y} ⇔ x− y ∈ Z, {x} = x ⇔ [x] = 0.

1. Arătaţi că, pentru orice x, y ∈ R, are loc egalitatea {x+ y} = {{x}+ {y}}.

Rezolvare. {x+ y} = {[x] + {x}+ [y] + {y}} = {{x}+ {y}}.

2. Arătaţi că, pentru orice n ∈ Z şi x ∈ R, are loc egalitatea {nx} = {n{x}}.

Rezolvare. {nx} = {n([x] + {x})} = {n[x] + n{x}} = {n{x}}.

3. Rezolvaţi ı̂n mulţimea numerelor reale ecuaţia {x2} = {x}2.

Rezolvare. Pentru orice x ∈ R notăm n = [x] şi α = {x}. Avem {x2} = {(n+α)2} =
{n2 + 2nα + α2} = {2nα + α2} şi {x}2 = α2 = {α2}. Rezultă că x este o soluţie a
ecuaţiei {x2} = {x}2 dacă şi numai dacă 2nα ∈ Z.

Sunt posibile numai două cazuri: dacă n = 0 atunci pentru orice α ∈ [ 0, 1)
avem 2nα = 0 ∈ Z şi deci orice x ∈ [ 0, 1) este soluţie, iar dacă n 6= 0 atunci din
echivalenţa

2nα ∈ Z cu α ∈ [ 0, 1)⇔ α =
k

2|n|
, k = 0, 1, 2, . . . , 2|n| − 1,

rezultă că soluţiile x cu [x] 6= 0 ale ecuaţiei date sunt toate numerele de forma

x = n+
k

2|n|
,

cu n ∈ Z∗ şi k = 0, 1, 2, . . . , 2|n| − 1.

4. Arătaţi că ı̂n şirul
{a}, {2a}, {3a}, . . . , {na}, . . . , (1)

apar numai un număr finit de valori distincte dacă şi numai dacă a este număr
raţional.

Rezolvare. Presupunem că şirul are un număr finit de valori distincte, atunci există
n şi p > 0 ı̂n N astfel ı̂ncât {na} = {(n+ p)a}, de unde urmează că (n+ p)a− na =
pa = q ∈ Z, deci a = q/p ∈ Q.

Reciproc, dacă a ste raţional, a = q/p, q ∈ Z, p ∈ N∗, atunci rezultă exact ca
mai sus că {na} = {(n+ p)a} pentru orice n natural, deci şirul (1) este periodic cu
perioada p şi are cel mult p valori distincte.
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5. Fie a ∈ Q. Arătaţi că ori toate valorile şirului

{a}, {a2}, {a3}, . . . , {an}, . . . , (2)

sunt distincte ı̂ntre ele, ori toate sunt nule.

Rezolvare. Cazul valorilor nule corespunde lui a ∈ Z. Fie acum a ∈ Q \ Z. Vom
arăta că valorile şirului sunt distincte două câte două. Presupunem prin reducere
la absurd că există două valori egale, adică există n,m ∈ N cu m > 0 astfel ı̂ncât
{an} = {an+m}. Rezultă imediat că an(am − 1) ∈ Z. Fie a = q

p
, cu q, p ∈ Z, p ≥ 2,

exprimarea lui a ca fracţie ireductibilă. Urmează că

qn(qm − pm)

pn+m
∈ Z,

adică pn+m este un divizor al produsului qn(qm− pm). Fie p0 un factor prim al lui p.
Deoarece fracţia q

p
a fost aleasă ireductibilă, rezultă că p0 nu apare ı̂n descompunerea

ı̂n factori primi nici a lui q, nici a lui qm, nici a lui qm − pm, şi deci pn+m nu poate
fi un divizor al lui qn(qm − pm). Am obţinut contradicţia căutată.

6. Arătaţi că şirul
{
√

1}, {
√

2}, {
√

3}, . . . , {
√
n}, . . . , (3)

are o infinitate de valori distincte.

Rezolvare. Deoarece pentru orice m ∈ N∗ avem

0 <
√
m2 + 1−m =

1√
m2 + 1 +m

< 1,

rezultă că

{
√
m2 + 1} =

1√
m2 + 1 +m

.

Deoarece are loc implicaţia evidentă

m < p ⇒ 1√
m2 + 1 +m

>
1√

p2 + 1 + p
,

rezultă că au loc inegalităţile

{
√

12 + 1} > {
√

22 + 1} > {
√

32 + 1} > . . . > {
√
m2 + 1} > . . . ,

şi deci măcar aceste valori din şirul (3) sunt distincte ı̂ntre ele.

7. Arătaţi că, oricare ar fi n ∈ N∗, are loc inegalitatea

{
√

1}+ {
√

2}+ {
√

3}+ . . .+ {
√
n} ≥ 2([

√
n]− 1)√
3 + 1

. (4)

Rezolvare. Deoarece

0 <
√
m2 + 2m−m =

2m√
m2 + 2m+m

< 1,
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rezultă că, pentru orice m ∈ N∗, avem

{
√

(m+ 1)2 − 1} = {
√
m2 + 2m} =

2m√
m2 + 2m+m

=
2√

1 + 2
m

+ 1
>

2√
3 + 1

.

Pentru n = 1, 2 sau 3 relaţia (4) se verifică direct. Fie n ≥ 4. Notăm p = [
√
n]

şi avem p ≥ 2 cu p2 ≤ n < (p + 1)2. In suma {
√

1} + {
√

2} + {
√

3} + . . . + {
√
n}

apar următorii p− 1 termeni

{
√

22 − 1}, {
√

32 − 1}, . . . , {
√
p2 − 1}

despre care am arătat că sunt mai mari decât 2/(
√

3+1), de unde rezultă inegalitatea
dorită

8. Arătaţi că şirul
{
√

1}, {
√

2}, {
√

3}, . . . , {
√
n}, . . . , (5)

are cel puţin o valoare ı̂n orice subintervalul (α, β) ⊂ (0, 1).

Rezolvare. Pentru orice m ∈ N avem

[
√
m2] = [

√
m2 + 1] = [

√
m2 + 2] = · · · = [

√
m2 + 2m] = m

de unde obţinem că

0 = {
√
m2} < {

√
m2 + 1} < {

√
m2 + 2} < · · · < {

√
m2 + 2m} < 1.

Concluzia rezultă după ce se arată că diferenţele dintre oricare doi termeni conse-
cutivi din şirul de mai sus sunt mai mici decât 1/2m şi deci, pentru m suficient de
mare, intervalul (α, β) este prea lung ca să ı̂ncapă ı̂ntre doi termeni consecutivi.
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