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Date trei puncte necoliniareA;B;C vom nota cu � planul determinat
de acestea. Se ştie c¼a pentru orice punct M 2 � exist¼a şi sunt unice
numerele x; y; z 2 R, x + y + z = 1, astfel încât pentru orice punct
O 2 � s¼a avem
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OB + z

�!
OC:(1)

Observaţie. Numerele x; y; z se numesc coordonatele baricentrice
ale punctului M relativ la cele trei puncte necoliniare �xate A;B;C.
Aceste numere nu depind de alegerea punctului O, ceea ce ne permite
s¼a rescriem rela̧tia (1) astfel

M = xA+ yB + zC:(2)

Exemplu. Punctul M este mijlocul segmentului [AB] dac¼a şi numai
coordonatele sale baricentrice sunt (1=2; 1=2; 0), ceea ce este echivalent
cu
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1
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Fie Pn un şir de puncte din planul �. Vom nota cu xn, yn, zn coor-
donatele baricentrice ale punctului Pn, relativ la punctele necoliniare
A;B;C, ceea ce înseamn¼a c¼a avem

Pn = xnA+ ynB + znC; 8n 2 N:

Vom spune c¼a şirul de puncte Pn este convergent la punctul P 2 � şi
scriem lim

n!1
Pn = P , dac¼a şirurile numerice xn, yn, zn sunt convergente,
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C = xA+ yB + zC:

1. În triunghiul A0B0C0, vom nota cu A1 mijlocul segmentului [B0C0],
B1 mijlocul segmentului [C0A0] şi C1 mijlocul segmentului [A0B0]. Con-
tinu¼am procedeul şi not¼am cu A2, B2 şi respectiv C2 mijloacele seg-
mentelor [B1C1], [C1A1] şi [A1B1]. Pentru un num¼ar natural n 2 N�,
vom nota cu An, Bn şi respectiv Cn mijloacele segmentelor [Bn�1Cn�1],
[Cn�1An�1] şi [An�1Bn�1].



a) Demonstra̧ti c¼a centrul de greutate al triunghiului A0B0C0 are
coordonatele baricentrice (1=3; 1=3; 1=3), relativ la punctele necol-
iniare A0; B0; C0.

b) Determina̧ti coordonatele baricentrice ale punctelor A2, B2, C2,
A3, B3, C3, relativ la punctele necoliniare A0; B0; C0.

c) Se consider¼a matricele

A =
1

2

0@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1A ; S =

0@ 1 1 0
1 �1 1
1 0 �1

1A :
S¼a se calculeze S�1AS şi An.

d) Determina̧ti coordonatele baricentrice ale punctelor An, Bn, Cn.
Ar¼ata̧ti c¼a triunghiurile A0B0C0, A1B1C1, ..., AnBnCn au ace-
laşi centru de greutate.

e) Deoarece G este centrul de greutate al triunghiului A0B0C0
avem c¼a

��!
A0G = 2
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GA1. Ar¼ata̧ti c¼a aceast¼a rela̧tie este echiva-

lent¼a cu

A1 =
3
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Folosi̧ti faptul c¼a G este centrul de greutate al triunghiului
A1B1C1 şi deducȩti rela̧tia
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Ob̧tinȩti rela̧tii asem¼an¼atoare pentru An, Bn şi Cn.
f) S¼a se arate c¼a şirurile de puncte An, Bn şi respectiv Cn sunt
convergente. Determina̧ti limita lor.

g) Pentru �ecare n 2 N�, vom nota sn = Aria[AnBnCn], pn =
Perimetrul[AnBnCn]. Calcula̧ti lim

n!1
sn, lim

n!1
pn şi lim

n!1
sn=p

2
n.

h) Pentru �ecare n 2 N, vom nota cu C(On; Rn) cercul circum-
scris triungiului AnBnCn. Observ¼am c¼a pentru n 2 N�, cercul
C(On; Rn) coincide cu cercul lui Euler corespunz¼ator triungiului
An�1Bn�1Cn�1 . Determina̧ti lim

n!1
On şi lim

n!1
Rn.

i) Pentru n 2 N� vom nota cu Dn, En, Fn picioarele în¼aļtimilor
triunghiului An�1Bn�1Cn�1. Determina̧ti lim

n!1
Dn, lim

n!1
En şi

lim
n!1

Fn.

2. Fie A0; B0; C0; D0 patru puncte necoplanare. Vom nota cu A1,
B1, C1, D1 centrele de greutate ale fȩtelor B0C0D0, C0D0A0, D0A0B0
şi respectiv A0B0C0. Continuând procedeul, not¼am cu An, Bn, Cn,
Dn centrele de greutate ale fȩtelor Bn�1Cn�1Dn�1, Cn�1Dn�1An�1,



Dn�1An�1Bn�1 şi respectiv An�1Bn�1Cn�1. Extindȩti propriet¼a̧tile stu-
diate la problema anterioar¼a în noul context şi ar¼ata̧ti c¼a
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Sugestii.
a) Ar¼ata̧ti c¼a pentru �ecare n 2 N�, An�1An, Bn�1Bn, Cn�1Cn şi
Dn�1Dn sunt concurente în acelaşi punct G. Punctul G este
centrul de greutate al tetraedrului A0B0C0D0 şi este de�nit de
rela̧tia

G =
1

4
A0 +

1

4
B0 +

1

4
C0 +

1

4
D0 ()

��!
MG =

1

4

���!
MA0 +

1

4

���!
MB0 +

1

4

���!
MC0 +

1

4

���!
MD0;8M:

b) Deoarece G este centrul de greutate al tetraedrului A0B0C0D0

avem c¼a
��!
A0G = 3
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GA1. Ar¼ata̧ti c¼a aceast¼a rela̧tie este echiva-

lent¼a cu

A1 =
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Folosi̧ti faptul c¼aG este centru de greutate al tetraedruluiA1B1C1D1

şi deducȩti rela̧tia
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Ob̧tinȩti rela̧tii asem¼an¼atoare pentru An, Bn, Cn şi Dn.


