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Clasa a XI-a, Geometrie

Date trei puncte necoliniare A, B, C' vom nota cu 7 planul determinat
de acestea. Se stie ca pentru orice punct M € 7 exista si sunt unice
numerele x,y,z € R, x + y + z = 1, astfel incat pentru orice punct
O € 7 sa avem

(1) W:xO—fH—yO—B)-I—zm.

Observatie. Numerele x,y,z se numesc coordonatele baricentrice
ale punctului M relativ la cele trei puncte necoliniare fixate A, B, C.
Aceste numere nu depind de alegerea punctului O, ceea ce ne permite
sa rescriem relatia (1) astfel

(2) M =zxA+yB+zC.

Ezxemplu. Punctul M este mijlocul segmentului [AB] dacd si numai
coordonatele sale baricentrice sunt (1/2,1/2,0), ceea ce este echivalent
cu

1 1
M=-A+ =B.
2 2
Fie P, un sir de puncte din planul 7. Vom nota cu z,, y,, 2, coor-
donatele baricentrice ale punctului P,, relativ la punctele necoliniare

A, B, C, ceea ce inseamna ca avem
P, =x,A+y,B+z,C, VneN.

Vom spune ca sirul de puncte P, este convergent la punctul P € 7 si

scriem lim P, = P, daca sirurile numerice x,, y,, 2, sunt convergente,
n—oo

lim z, =z, lim y, =y, lim z, = 2z, iar punctul P este dat de

n—oo

P = <lim $n>A+<lim yn)B+<lim zn>C':xA+yB+zC.

n—oo n—oo n—oo

1. In triunghiul AqByCy, vom nota cu A; mijlocul segmentului [ByCq),
Bj mijlocul segmentului [CyAg] i C; mijlocul segmentului [AgBy]. Con-
tinuam procedeul si notam cu Ay, Bs si respectiv Cy mijloacele seg-
mentelor [B1C], [C1A1] si [A1Bi]. Pentru un numar natural n € N*,
vom nota cu A,, B, si respectiv C,, mijloacele segmentelor [B,,_1C),_1],
[Cn—lAn—l] §1 [An—an—l]-



a) Demonstrati cd centrul de greutate al triunghiului AqByCy are
coordonatele baricentrice (1/3,1/3,1/3), relativ la punctele necol-
iniare Ag, By, Cy.

b) Determinati coordonatele baricentrice ale punctelor Ay, By, Co,
As, Bs, (3, relativ la punctele necoliniare Ay, By, Cy.

c¢) Se considera matricele

[0 11 1 1 0
A==l101], S=[1 -1 1
110 1 0 -1

S4 se calculeze ST1AS si A™.

d) Determinati coordonatele baricentrice ale punctelor A,,, B,,, C,,.
Aratati ca triunghiurile AgByCy, A1B1Ch, ..., A, B,C,, au ace-
lagi centru de greutate.

e) Deoarece GG este centrul de greutate al triunghiului AgByCy

< T A = o o < . .
avem ca AgG = 2GA;. Aratati ca aceasta relatie este echiva-
lenta cu

3 1
A = §G - §A0.

Folositi faptul ca G este centrul de greutate al triunghiului
A1 B (] si deduceti relatia

3 1
A2 = ?G + ?AO

Obtineti relatii asemanatoare pentru A,,, B, si C,,.

f) Sa se arate ca girurile de puncte A,, B, si respectiv C,, sunt
convergente. Determinati limita lor.

g) Pentru fiecare n € N*, vom nota s, = Aria[A4,B,C,], p, =
Perimetrul[A4, B,C,]. Calculati lim s,, nhn;o Pn S nhn;lo Sn/D2.

n—oo

h) Pentru fiecare n € N, vom nota cu C(O,, R,) cercul circum-
scris triungiului A, B,,C,,. Observam ca pentru n € N*, cercul
C(O,, R,,) coincide cu cercul lui Euler corespunzator triungiului
A, 1B,_1C,_1 . Determinati lim O, si lim R,.

n—oo n—oo

i) Pentru n € N* vom nota cu D,,, E,, F, picioarele inaltimilor
triunghiului A, 1B, 1C,_1. Determinati lim D,, lim E, si
n—oo

n—oo
lim F,.

n—oo

2. Fie Ay, By, Cy, Dy patru puncte necoplanare. Vom nota cu Aj,
By, C1, Dy centrele de greutate ale fetelor BoCyDy, CoDyAg, DoAgBy
si respectiv AgByCy. Continuand procedeul, notam cu A,, B,, C,,
D,, centrele de greutate ale fetelor B, 1C,_1D,_1, C,_1D, 1A, 1,



D, _1A,_1B,_1 sirespectiv A,_1B,,_1C,_1. Extindeti proprietatile stu-
diate la problema anterioara in noul context si aratati ca
Sugesti.

a) Aratati ca pentru fiecare n € N*, A, 1A, B, 1B,, C,_1C,, si
D,,_1D,, sunt concurente in acelasi punct G. Punctul G este
centrul de greutate al tetraedrului AgByCyDy si este definit de
relatia

1
4 4
b) Deoarece G este centrul de greutate al tetraedrului AgByCyDg

G:

—) —> . . .
avem ca AqgG = 3G A;. Aratati ca aceastd relatie este echiva-
lenta cu
4 1
A= =G — - A,.
1= 3 3410
Folositi faptul ca G este centru de greutate al tetraedrului A; B;C; D,
si deduceti relatia
A — 8 o 1
SO
Obtineti relatii asemanatoare pentru A,,, B,, C, si D,.

Ao,

1 1 1 1 1 1 1
A0+—Bo+100+1D0 < MG = ZMAU+ZMBO+ZMCU+ZMDO7VM



