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Clasa a IX-a

I. Scopul problemei de mai jos este de a prezenta aplicatii la teorema
impartirii cu rest, algoritmul lui Fuclid si de a demonstra lema chineza a
resturilor.

Fie a,b,d € Z. Spunem ca d este cel mai mare divizor comun (cmmdc)
al lui a gt bdacd d | a,d|bsiVd € Z,d |asid | b= d |d Notdm cu
(a,b) un cel mai mare divizor comun al lui a si b.

Fie un predicat P (n),n € N. O varianta la Principiul de demonstratie
prin inductie afirma cd, pentru a demonstra ca P (n) este adevarata, Vn € N,
este suficient sa demonstram:

Vn € N, presupunind ca P (k) este adevarata pentru orice k < n, rezultd
ca P (n) adevarata.

a) Fie b € N;b # 0. Demonstrati (prin inductie dupa a) teorema im-
partirii cu rest in N:

Va € N,3q,r € N astfel incit a = bg+ r si r = 0 sau |r| < [b].

b) Demonstrati teorema impartirii cu rest in Z: Pentru orice a,b € Z,b #
0= 3q,r € Z astfel incit a =bg+r gi r =0 sau |r| < |b|.

c) Fie a,b € Z,b # 0. Algoritmul lui Euclid constd in urmatorul sir de
impartiri cu rest:

a:bq1+r1,0<r1<\bl (1)
b:T1QQ+T2,O<T2<T1 (2)
Tneg = Tn1Gn + 70,0 <1, < Tp_1 (n-2)
Tn—1 = T'ndn+1 + Tn+1ly, Tnel = 0 (n_l)

Demonstrati ca:
- Exista intr-adevar n € N cu r,,.1 = 0.
-rp |k, Ve ST, | b, Ty | .
-Daca d|a, d|b,atunci d | rg, VEk.



Deduceti ca ultimul rest nenul r,, este un cmmdc al a si b.

d) Demonstrati ca, pentru orice k, existd ug, vy € Z astfel incit r, =
ura + vpb. Deduceti urmatoarea teorema:

Pentru orice a,b € Z, fie d € N,d = (a,b). Atunci exista u,v € Z astfel
incit d = au + bv. Mair mult, daca a,b nu sint ambele nule,

d=min{au +bv | au+bv > 0,u,v € Z} .

e) Fixdim n € Z i fie z,y € Z. Spunem ca x = y(modn) daca n | z — y.
Demonstrati ca, Vx,y,2',y € Z, dacd x = x'(modn), y = y'(mod n), atunci
r+y=2+y(modn) si zy = 2'y/(mod n).

f) Demonstrati ca, Ya,b € 7Z, are loc:

(a,b) = 1< Ju € Z astfel incit au = 1(mod b).

g) Gasiti u € N astfel incit 500u = 1(mod 2013).

h) Fie a,b € Z, (a,b) = 1 i u,v € Z cu au+ bv = 1. Fie r1,ry € Z si fie
x = reau + ribv. Demonstrati cd © = r;(mod a) si @ = re(modb).

i) Gasiti toate numerele z € Z astfel incit x = 2000(mod 2013) i z =
69(mod 500).

j) Demonstrati Lema chineza a resturilor: Fie ay,...,a, € Z, prime
doua cite doud (adica (a;,a;) = 1 daca i # j). Atunci Vry,...,1, € Z,
exista v € Z astfel incit r = ri(mod ay),...,r = r,(moday,).

k) Dati un contraexemplu care sd arate ca ipoteza “ai, ..., a, sint prime
doua cite doua” este esentiala.

I1. Se considera in plan trei puncte necoliniare A, B, C. Scopul acestui
exercitiu este de a arita existenta si de a construi trei puncte A’, B', C" astfel
incat

o (i) A’ este mijlocul segmentului [BC'];

e (ii) B’ este mijlocul segmentului [C'A’];

e (iii) C” este mijlocul segmentului [AB’].

Observatie. Un reper in plan este un triplet (O, @, ?) format dintr-un

H
punct O si doi vectori liberi necoliniari @, b (in particular nenuli). Orice
—

vector liber 0 poate fi reprezentat cu originea in O: @ = OM. In particular,
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vectorii reperului pot fi reprezentat cu originea in O: @ = 00', b = 00"
Orice vector liber @ poate fi scris ca o combinatie liniarst a vectorilor repe-
rului: W =ad + 57, a, € R. Deci OM = aOO’ + SOO". Perechea de
numere reale (o, 3) reprezinta coordonatele punctului M in raport cu reperul
dat.

Se considerd reperul R = (A, A—B>, A—C)’ ). Presupunem ci in raport cu acest
reper punctele A’, B’, C' au coordonatele A'(ay, az), B'(by,b3),C" (¢, ¢2).

1. Precizati coordonatele punctelor A, B, C' in reperul R.

2. Determinati coordonatele ay, as, by, ba, ¢1, co ale punctelor A, B, C" in
reperul R, dacd aceste puncte satisfac conditiile (i), (ii) si (iii).

3. Deduceti ca au loc egalitatile
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4. Verificati ca AC" = C'B’, precum si celelalte doud egalitati care reflecta
proprietatile (i), (ii), (iii).
5. Reprezentati intr-o figura triunghiul ABC si construiti punctele A’, B’ C".

6. Aratati ca daca triunghiul ABC' este echilateral, atunci triunghiul
A'B'C" este deasemenea echilateral.

7. Aratati, printr-un exemplu, cé, in general, triunghiurile ABC si A’B'C’
nu sunt asemenea.



