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Clasa a IX-a

I. Scopul problemei de mai jos este de a prezenta aplica̧tii la teorema
împ¼arţirii cu rest, algoritmul lui Euclid şi de a demonstra lema chinez¼a a
resturilor.
Fie a; b; d 2 Z. Spunem c¼a d este cel mai mare divizor comun (cmmdc)

al lui a şi b dac¼a d j a; d j b şi 8d0 2 Z; d0 j a şi d0 j b ) d0 j d. Not¼am cu
(a; b) un cel mai mare divizor comun al lui a şi b:
Fie un predicat P (n) ; n 2 N. O variant¼a la Principiul de demonstraţie

prin inducţie a�rm¼a c¼a, pentru a demonstra c¼a P (n) este adev¼arat¼a, 8n 2 N;
este su�cient s¼a demonstr¼am:
8n 2 N; presupunînd c¼a P (k) este adev¼arat¼a pentru orice k < n; rezult¼a

c¼a P (n) adev¼arat¼a.

a) Fie b 2 N; b 6= 0. Demonstra̧ti (prin induçtie dup¼a a) teorema îm-
p¼arţirii cu rest în N:

8a 2 N;9q; r 2 N astfel încît a = bq + r şi r = 0 sau jrj < jbj :

b) Demonstra̧ti teorema împ¼arţirii cu rest în Z: Pentru orice a; b 2 Z; b 6=
0) 9q; r 2 Z astfel încît a = bq + r şi r = 0 sau jrj < jbj :
c) Fie a; b 2 Z; b 6= 0: Algoritmul lui Euclid const¼a în urm¼atorul şir de

împ¼aŗtiri cu rest:
a = bq1 + r1; 0 < r1 < jbj (1)

b = r1q2 + r2; 0 < r2 < r1 (2)

: : :
rn�2 = rn�1qn + rn; 0 < rn < rn�1 (n-2)

rn�1 = rnqn+1 + rn+1; rn+1 = 0 (n-1)

Demonstra̧ti c¼a:
- Exist¼a într-adev¼ar n 2 N cu rn+1 = 0:
- rn j rk; 8k şi rn j b; rn j a:
- Dac¼a d j a; d j b; atunci d j rk; 8k:
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Deducȩti c¼a ultimul rest nenul rn este un cmmdc al a şi b:
d) Demonstra̧ti c¼a, pentru orice k; exist¼a uk; vk 2 Z astfel încît rk =

uka+ vkb: Deducȩti urm¼atoarea teorem¼a:
Pentru orice a; b 2 Z; �e d 2 N; d = (a; b) : Atunci exist¼a u; v 2 Z astfel

încît d = au+ bv: Mai mult, dac¼a a; b nu sînt ambele nule,

d=min fau+ bv j au+ bv > 0; u; v 2 Zg .

e) Fix¼am n 2 Z şi �e x; y 2 Z: Spunem c¼a x � y(modn) dac¼a n j x� y:
Demonstra̧ti c¼a, 8x; y; x0; y0 2 Z; dac¼a x � x0(modn); y � y0(modn); atunci
x+ y � x0 + y0(modn) şi xy � x0y0(modn):
f) Demonstra̧ti c¼a, 8a; b 2 Z; are loc:

(a; b) = 1, 9u 2 Z astfel încît au � 1(mod b):

g) G¼asi̧ti u 2 N astfel încît 500u � 1(mod 2013):
h) Fie a; b 2 Z; (a; b) = 1 şi u; v 2 Z cu au + bv = 1: Fie r1; r2 2 Z şi �e

x = r2au+ r1bv: Demonstra̧ti c¼a x � r1(mod a) şi x � r2(mod b):
i) G¼asi̧ti toate numerele x 2 Z astfel încît x � 2000(mod 2013) şi x �

69(mod 500):
j) Demonstra̧ti Lema chinez¼a a resturilor : Fie a1; : : : ; an 2 Z; prime

dou¼a cîte dou¼a (adic¼a (ai; aj) = 1 dac¼a i 6= j). Atunci 8r1; : : : ; rn 2 Z;
exist¼a r 2 Z astfel încît r � r1(mod a1); : : : ; r � rn(mod an):
k) Da̧ti un contraexemplu care s¼a arate c¼a ipoteza �a1; : : : ; an sînt prime

dou¼a cîte dou¼a�este eseņtial¼a.

II. Se consider¼a în plan trei puncte necoliniare A;B;C. Scopul acestui
exerci̧tiu este de a ar¼ata existeņta şi de a construi trei puncte A0; B0; C 0 astfel
încât

� (i) A0 este mijlocul segmentului [BC 0];

� (ii) B0 este mijlocul segmentului [CA0];

� (iii) C 0 este mijlocul segmentului [AB0].

Observaţie. Un reper în plan este un triplet (O;�!a ;�!b ) format dintr-un
punct O şi doi vectori liberi necoliniari �!a ;�!b (în particular nenuli). Orice
vector liber �!u poate �reprezentat cu originea în O: �!u = ��!OM . In particular,
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vectorii reperului pot � reprezentat cu originea în O: �!a =
��!
OO0;

�!
b =

��!
OO00.

Orice vector liber �!u poate � scris ca o combina̧tie liniar¼a a vectorilor repe-
rului: �!u = ��!a + ��!b , �; � 2 R. Deci ��!OM = �

��!
OO0 + �

��!
OO00. Perechea de

numere reale (�; �) reprezint¼a coordonatele punctului M în raport cu reperul
dat.

Se consider¼a reperulR = (A;
�!
AB;

�!
AC). Presupunem c¼a în raport cu acest

reper punctele A0; B0; C 0 au coordonatele A0(a1; a2); B0(b1; b2); C 0(c1; c2).

1. Preciza̧ti coordonatele punctelor A;B;C în reperul R.

2. Determina̧ti coordonatele a1; a2; b1; b2; c1; c2 ale punctelor A0; B0; C 0 în
reperul R, dac¼a aceste puncte satisfac condi̧tiile (i), (ii) şi (iii).

3. Deducȩti c¼a au loc egalit¼a̧tile

��!
AA0 =

4

7

�!
AB +

1

7

�!
AC ;

��!
AB0 =

2

7

�!
AB +

4

7

�!
AC ;

��!
AC 0 =

1

7

�!
AB +

2

7

�!
AC:

4. Veri�ca̧ti c¼a
��!
AC 0 =

��!
C 0B0, precum şi celelalte dou¼a egalit¼a̧ti care re�ect¼a

propriet¼a̧tile (i), (ii), (iii).

5. Reprezenta̧ti într-o �gur¼a triunghiulABC şi construi̧ti puncteleA0; B0; C 0.

6. Ar¼ata̧ti c¼a dac¼a triunghiul ABC este echilateral, atunci triunghiul
A0B0C 0 este deasemenea echilateral.

7. Ar¼ata̧ti, printr-un exemplu, c¼a, în general, triunghiurile ABC şi A0B0C 0

nu sunt asemenea.
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