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Clasa a XII-a

I. Pentru grupurile finite are loc urmatorul rezultat, cunoscut sub numele
de teorema lui Lagrange: ”"Fie G un grup finit de ordin n. Atunci ordinul
oricarui subgrup al lui G este divizor al lui n.”

In cele ce urmeazi vom spune ca un grup finit G de ordin n este un CLT-
grup daca acesta satisface reciproca teoremei lui Lagrange, adica, pentru
orice divizor d al lui n, G are cel putin un subgrup de ordin d.

a) Aratati ca grupul (Z,, +) este un CLT-grup.
b) Dati exemplu de un CLT-grup neabelian.

c¢) Dati exemplu de un numar natural n > 10 astfel incat orice grup de
ordin n este CLT-grup.

d) Aratati ca grupul altern A4 nu este un CLT-grup.

e) Dat un numar natural impar n, construiti un grup de ordin 12n care
nu este un CLT-grup.

IL. a) Fie f : [a,b] — Ry o functie continua i pozitiva pe [a, b].
b
Sa se arate ca | f(z)dxr = 0 daca si numai daca f(x) = 0, pentru orice

x € [a,b].
b) Fie f, g : [a,b] — R doua functii continue neidentic nule. Sa se demon-
streze inegalitatea:

[ st < ([ f2<x)dx>; (] bg%x)dx)% |

Sa se arate ca egalitatea are loc daca si numai daca exista A € R astfel incat
f=Xg

b b b
Indicatie. Notam A = / fA(x)dz > 0,B = / f@)g(z)dz,C = / ¢*(x)dz > 0 si
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observam ci, oricare ar i A € R, A 4+ 2B\ + C\2 > 0.
Daca B? = AC, atunci existd \g € R unic astfel incat f:[f(a:) + g(z)Ao]?dx = 0, ceea ce
conduce la f(x) = —Xog(x), oricare ar fi z € [a, b].

Observatie. Inegalitatea de la punctul 2) este un caz particular al ine-
galitatii lui Holder; se mai intalneste si sub numele de inegalitatea lui Cauchy.

Fie f : [0, 7] — R o functie derivabila cu derivata continua pe [0, 7] astfel

incat f(0) = f(m) = 0.

c) Sa se arate ca:

1
() lim - () = (O
() T —— - () = ()"
() aneter) - (/2(2)) = 2(7'(0))
() limetgz) - (7(2)) = 2(7'(r))

d) Folosind metoda integrarii prin parti sa se arate ca

/07r (8111129:) fH(w)de = 2/; ctgr - f(x) - f'(x)dx.

Observatie. In baza punctului precedent, functiile de sub integrale se pre-
lungesc prin continuitate in punctele 0 si 7.
e) Folosind inegalitatea lui Holder si inegalitatea 2mn < m? + n?, si se

demonstreze ca - -
/ fA(z)dx < / f*(z)dx.
0 0

Egalitatea are loc daca gi numai daca exista ¢ € R astfel incat f(z) = ¢-sinz,
oricare ar fi € [0, 7].
Observatie. Inegalitatea de la 3). se numegte inegalitatea lui Wirtinger.

f) Sa se arate ca, oricare ar fi > 2,

™
sin® zdx 9
0 a

<
v J— 2 4‘
/ sin®~2 xdx o +
0

Indicatie. Se va utiliza inegalitatea lui Wirtinger cu functia f : [0,7] — R, f(z) =

(m)a.




