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Clasa a XI-a

I. Notam cu M multimea matricelor patratice de ordin doi cu elemente
reale, iar pentru orice matrice A € M notdm cu ¢r(A) urma sa (the trace of
A), care prin definitie inseamna suma elementelor de pe diagonala
principald, si notam cu det(A) determinantul ei. Mai precis, pentru

= (00)
avem tr(A) = a + d si det(A) = ad — bc. Matricea nuld o vom nota cu O iar
matricea unitate cu /.
1. Fie M; multimea matricelor A € M care verifica egalitatea
A? —tr(A)A + det(A)] = O,

numita identitatea Hamilton-Cayley pentru matricele de ordin 2. Ara-
tati ca
M; =M.

2. Fie M, mulfimea matricelor A € M pentru care A? = I. Aritati ci

My ={I,-I} U{AeM|tr(A) =0,det(A) = —1}.

3. Fie M3 mul{imea matricelor A € M pentru care A3 = I. Aritati ci
Ms={I}Uu{AeM|tr(A) =—1,det(A) =1}.
4. Fie M4 multimea matricelor nilpotente, adica multimea matricelor A €
M pentru care existd n € N astfel incat A” = O. Aratati ca
My={AeM|tr(A) =0,det(A) =0}.
5. Fie My multimea divizorilor lui zero la stdnga, adica multimea ma-

tricelor A € M pentru care exista o matrice nenula B € M, B # O,
astfel incat AB = O. Aratati ca

Ms = {A € M| det(A) = 0}.



. Fie Mg multimea matricilor pentru care este permisa simplificarea la
stanga, adica multimea matricelor A € M cu proprietatea ca din AX =
AY rezulta X =Y. Aratati ca

Mg = M\ M.

. Fie M; multimea matricelor A € M pentru care in sirul puterilor sale
A A% AT

g e ey

exista cel mult trei valori distincte. Aratati ca

M7:M2UM3UM4U{AEM5|tT(A):lsautr(A):—l}.

. Fie Mg multimea comutorilor lui M, adica multimea matricilor A € M
cu proprietatea ca XA = AX pentru orice X € M. Aratati ca

Mg ={A € M| existd A € R astfel incat A = A\I}.

. Fie My multimea matricilor A € M cu proprietatea ca din XA = AY
rezultd X =Y. Aratati ca

My = Mg \ {O}.

II. Chestiunile care urmeaza propun o introducere in compararea vitezei de
convergenta a sirurilor.

Cunoagterea vitezei de convergenta se poate dovedi importanta atunci

cand utilizam calculatorul. Cu cat un sir converge mai repede, cu atat vor fi
necesare mai putine calcule pentru a afla limita cu o precizie data.

Fie (x,) , (y,) siruri convergente la 0. Vom spune ca girul (x,) converge

mai repede decat (y,) dacd

. X
lim =% =0
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Vom spune c4 sirurile (z,) si (y,) converg la fel de repede daca

Tn

Yn
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1. (i) Fie a € (—1,1) iar k € N . Demonstrati ca sirul (a™) converge mai
repede decat () .

(ii) Fie a € (—1,1). Demonstrati c& sirul (<) converge mai repede decat
(a") -
(iii) Demonstrati cd sirul (=) converge mai repede decat (=) dar sirul
’\VLE converge la fel de repede ca = .
2. (i) Demonstrati ca sirul
1 1
ottt
are limita 0 si converge la fel de repede ca sirul (%)
(ii) Fie girul

limita, pe care o notam L .

Demonstrati ca (x,) este un gir monoton crescitor si majorat, deci are o
. . o 2
Observatie. Se stie ca L = %- .

Demonstrati ca girul (L — ,,) converge la fel de repede ca ()
(iii) Demonstrati ca girul

11 1
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are aceeasi limita L, dar (L — y,,) converge mai repede decat (L — x,,)
3. Fie (z,,) un gir cu termeni pozitivi, avand limita 0. Notdm

Sp i =T1+2Tos+ ...+ 2,

(i) Daci se presupune ci (z,,) converge la fel de repede ca (-5) , atunci
sirul (s,) este convergent.

(ii) Daci se presupune ca (x,) converge la fel de repede ca (%) , atunci
sirul (s,) are limita +oo .



