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Clasa a XI-a

I. Not¼am cu M muļtimea matricelor p¼atratice de ordin doi cu elemente
reale, iar pentru orice matrice A 2M not¼am cu tr(A) urma sa (the trace of

A), care prin de�ni̧tie înseamn¼a suma elementelor de pe diagonala
principal¼a, şi not¼am cu det(A) determinantul ei. Mai precis, pentru

A =

�
a b
c d

�
avem tr(A) = a+ d şi det(A) = ad� bc. Matricea nul¼a o vom nota cu O iar

matricea unitate cu I.

1. Fie M1 muļtimea matricelor A 2M care veri�c¼a egalitatea

A2 � tr(A)A+ det(A)I = O;

numit¼a identitatea Hamilton-Cayley pentru matricele de ordin 2. Ar¼a-
ta̧ti c¼a

M1 =M:

2. Fie M2 muļtimea matricelor A 2M pentru care A2 = I: Ar¼ata̧ti c¼a

M2 = fI;�Ig [ fA 2Mj tr(A) = 0; det(A) = �1g :

3. Fie M3 muļtimea matricelor A 2M pentru care A3 = I: Ar¼ata̧ti c¼a

M3 = fIg [ fA 2Mj tr(A) = �1; det(A) = 1g :

4. FieM4 muļtimea matricelor nilpotente, adic¼a muļtimea matricelor A 2
M pentru care exist¼a n 2 N astfel încât An = O. Ar¼ata̧ti c¼a

M4 = fA 2Mj tr(A) = 0; det(A) = 0g :

5. Fie M5 muļtimea divizorilor lui zero la stânga, adic¼a muļtimea ma-
tricelor A 2 M pentru care exist¼a o matrice nenul¼a B 2 M, B 6= O,
astfel încât AB = O. Ar¼ata̧ti c¼a

M5 = fA 2Mj det(A) = 0g :
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6. Fie M6 muļtimea matricilor pentru care este permis¼a simpli�carea la
stânga, adic¼a muļtimea matricelor A 2M cu proprietatea c¼a din AX =
AY rezult¼a X = Y . Ar¼ata̧ti c¼a

M6 =M nM5:

7. Fie M7 muļtimea matricelor A 2M pentru care în şirul puterilor sale

A;A2; : : : ; An; : : : ;

exist¼a cel mult trei valori distincte. Ar¼ata̧ti c¼a

M7 =M2 [M3 [M4 [ fA 2M5j tr(A) = 1 sau tr(A) = �1g :

8. FieM8 muļtimea comutorilor luiM, adic¼a muļtimea matricilor A 2M
cu proprietatea c¼a XA = AX pentru orice X 2M. Ar¼ata̧ti c¼a

M8 = fA 2Mj exist¼a � 2 R astfel încât A = �Ig :

9. Fie M9 muļtimea matricilor A 2 M cu proprietatea c¼a din XA = AY
rezult¼a X = Y . Ar¼ata̧ti c¼a

M9 =M8 n fOg:

II. Chestiunile care urmeaz¼a propun o introducere în compararea vitezei de
convergeņt¼a a şirurilor.
Cunoaşterea vitezei de convergeņt¼a se poate dovedi important¼a atunci

când utiliz¼am calculatorul. Cu cât un şir converge mai repede, cu atât vor �
necesare mai pu̧tine calcule pentru a a�a limita cu o precizie dat¼a.
Fie (xn) , (yn) şiruri convergente la 0. Vom spune c¼a şirul (xn) converge

mai repede decât (yn) dac¼a

lim
n!+1

xn
yn
= 0

Vom spune c¼a şirurile (xn) şi (yn) converg la fel de repede dac¼a

lim
n!+1

����xnyn
���� = 1
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1. (i) Fie a 2 (�1; 1) iar k 2 N . Demonstra̧ti c¼a şirul (an) converge mai
repede decât ( 1

nk
) .

(ii) Fie a 2 (�1; 1). Demonstra̧ti c¼a şirul ( 1n!) converge mai repede decât
(an) .
(iii) Demonstra̧ti c¼a şirul ( 1nn ) converge mai repede decât (

1
n!
) dar şirul

1
np
n!
converge la fel de repede ca e

n
.

2. (i) Demonstra̧ti c¼a şirul

1

C1n
+
1

C2n
+ : : :+

1

Cn�1n

are limita 0 şi converge la fel de repede ca şirul ( 2
n
).

(ii) Fie şirul

xn := 1 +
1

22
+ : : :+

1

n2

Demonstra̧ti c¼a (xn) este un şir monoton cresc¼ator şi majorat, deci are o
limit¼a, pe care o not¼am L .
Observa̧tie. Se ştie c¼a L = �2

6
.

Demonstra̧ti c¼a şirul (L� xn) converge la fel de repede ca ( 1n) .
(iii) Demonstra̧ti c¼a şirul

yn := 1 +
1

12:2
+

1

22:3
+ : : :+

1

n2(n+ 1)

are aceeaşi limit¼a L, dar (L� yn) converge mai repede decât (L� xn) .
3. Fie (xn) un şir cu termeni pozitivi, având limita 0. Not¼am

sn := x1 + x2 + : : :+ xn

(i) Dac¼a se presupune c¼a (xn) converge la fel de repede ca ( 1n2 ) , atunci
şirul (sn) este convergent.
(ii) Dac¼a se presupune c¼a (xn) converge la fel de repede ca ( 1n) , atunci

şirul (sn) are limita +1 .
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