Solutie

a) Pentru orice divizor d al lui n, grupul (Z,,+) are un (unic!) subgrup

: A A o (d=1)n
de ordin d, anume {O, R T}'
b) Cel mai simplu exemplu de CLT-grup neabelian il constituie grupul
simetric S3 (de ordin 6).

¢) Pentru fiecare numar prim p > 10, orice grup de ordin p are ca sub-
grupuri doar subgrupurile improprii, deci este CLT-grup. Ca o generalizare,
se poate arata ca orice grup de ordin p", unde p este prim si n € N, este
CLT-grup.

d) Probam ca A4 nu are subgrupuri de ordin 6. Presupunem prin reducere
la absurd ca exista un astfel de subgrup H. Atunci

e HVzeG.

Intr-adevar, afirmatia este evidenta pentru orice x € H. Daca z € G\ H,
atunci G = HU xH, unde H = {xh|h € H}. Acest fapt implica 2> € H
sau 2 € zH, iar cea de a doua situatie este exclusi (ar rezulta z € H, o
contradictie).

Prin calcul direct se arata ca in Ay exista 9 patrate perfecte distincte.
Conform afirmatiei de mai sus, acestea se gasesc in H, o contradictie.

e) Fie G = Ay x Gy, unde G este un grup de ordin n. Atunci G are
ordin 12n si nu poseda subgrupuri de ordin 6n (un astfel de subgrup ar fi de
forma H x Gy cu H este subgrup de ordin 6 in Ay, lucru imposibil conform
punctului precedent). .



Analiza clasa XII - Solutie

I.1). Dacd presupunem ca exista xy € [a, b] astfel incat f(zo) > 0 atunci,

deoarece f este continud in xy, putem gasi un interval inchis [c,d] C [a, b]

astfel incat, oricare ar fi x € [¢,d), f(z) > @

b d
Rezulta ca / f(x)dx > / f(x)dx > @ -(d—c¢)>0.

b
2). A+2 B+ \C = / [f(z) + Ag(x)]?dx > 0, oricare ar fi A € R.

Deoarece C' > 0, rezultd ca B? < AC. Daca B? = AC atunci existd \g € R
b

unic astfel incat / [f(z) + Xog(x)]*dr = 0. Folosind punctul 1), f(z) =
—Xog(x), oricare arfiz e [, b].
II. 1). ¢). 1i<r(1) ctgr - (f*(x)) = 2lim

\,0 {sin z
Punctele a), b) si d) se rezolva similar.

s

2). 2 / ctan f(2) f(x)dz = / ctgaf2(z)] dz =

cos a1 f'<x>] — 2 (0)

0 0
v v 1

= lim [ ctgz[f*(z)]'dr = lim {ctg:ﬂf?@)lz—l-/ 3 fz(w)dx} =

uN\,0 u\0 sSim- T

v n YU v T u

1
:/ ) f2($)d$.
o sin’x

in relatia de mai sus se va observa ca

ii{l})ctgu f2(u) = 11}{% [Sinu cosufiu)f(u)} =1-1-f0)-f(0)=0

si

lim ctgv - f2(v) = lim
v,/ & f ( ) v,/



0. [ =2 [ e f@) 17 @) <

<2 ( | et f?(az)dac)é - ( / W(f’(w))zdwf <

g/ ctg’r - f2(x )d:c—i—/ (f'(x))*dz, de unde rezultd inegalitatea ceruti.

0
Egalitatea are loc daca si numai daca exista A € R astfel incét, oricare ar fi

x € [0,7],ctgxf(z) = Af'(x) sim = / ctg’r f (v )dm—/ (f'(x))*dx = n.
Rezulta imediat ca A =1 si ca ’

sina f'(x) — cosaf(x) _ (f(w))' o

sin? sinx

oricare ar fi x € (0, 7). Deci existd ¢ € R astfel incat f(z) = csinx, oricare
ar fi x € (0, 7). Continuitatea functiilor permite prelungirea egalitétii si in
capete.

Printr-un calcul direct se arata ca functia f : [0,7] — R, f(z) = ¢sinz,
2

verifica egalitatea/ 2 (z)dx —/ f*(z)dx = e
0

0
4). Inegalitatea lui Wirtinger pentru functia indicata se scrie

s Oé2 s
/ sin® xdx < e / sin® 2z - cos® zdx,
0 0

de unde rezulta imediat inegalitatea ceruta.



