Solutie

a) Calculam in doua moduri cardinalul multimii A = {(m,v)|/m € M,v €
m}:

(1) A=) [{me Mvem}| =) dav)

veV veV
si
(2) A= KveVivem} => 2=2M|
meM meM

Din (1) si (2) rezulta egalitatea ceruta.

b) Evident, suma gradelor varfurilor de grad par ale unui graf este numar
par. Tinand cont de egalitatea de la punctul a), deducem ca suma gradelor
varfurilor de grad impar este tot un numar par, deci numarul acestor varfuri
este par.

¢) Afirmatia rezulta prin aplicarea punctului b) grafului in care varfurile
sunt elevii acelei clase, iar doua varfuri sunt unite printr-o muchie daca si
numai daca elevii corespunzatori sunt prieteni.

d) Consideram graful in care varfurile sunt cele 9 segmente, iar o muchie
va uni doua varfuri daca segmentele corespunzatoare se intersecteaza. Pre-
supunand ca fiecare din cele 9 segmente intersecteaza exact alte 3 segmente,
deducem ca gradul fiecarui varf al grafului considerat este 3. Astfel acesta
are 9 varfuri de grad 3 (adicd un numar impar de varfuri de grad impar),
ceea ce contrazice afirmatia punctului b).

e) Consideram graful G in care varfurile sunt cei 20 de membri vy, vs, ...,
Vgp, iar muchiile cele 14 partide. Cum fiecare membru al clubului joaca cel
putin o data, avem

dg(v;)) > 1,Vi=1,2,...,20.

Pe de alta parte, avem

20

ZdG(vi) =92.14 =28

i=1



din punctul a).

Pentru fiecare i = 1,2, ..., 20, stergem dg(v;) — 1 muchii ce contin varful
v; (unele muchii ale grafului ar putea fi sterse de doua ori). Astfel, in graful
nou obtinut fiecare varf are gradul cel mult egal cu 1. Numarul maxim de
muchii gterse este

20 20

> (de(v) —1) = da(vi) —20 =28 —20 =8,

=1 =1

de unde deducem ca raman cel pugin 14 — 8 = 6 muchii, iar cele 12 varfuri
ce le determina au toate gradul 1. In concluzie, am gasit 12 membri diferiti
care joaca 6 partide din turneu. u



Solutie

1. Fixam O un punct in spatiul euclidian €. Atunci (A, B;C') = X daca

si numai daca .
OC — OA = OB — OC)

daca si numai daca

@:L(ﬁﬂ%o—é, A —1

14+ A
2. , \
OB, = OA; + ———0A,, i=1,2,3
1+ N 14+ N

Ay, As, A3 puncte distincte, necoliniare. . .
By, By, B3 sunt coliniare daca si numai daca By By = kB; B3 daca gi numai
daca

IR — =
OBy = (1 —k)OBy + kOB;
Inlocuim OB; , i = 1,2, 3 i din conditia de necoliniaritate pentru punctele
(Ai);—13 se obtine relatia ceruta .
3. Se procedeaza in acelagi mod ca la pct. 2 si se tine cont de fatul ca
punctele (4;);_17 sunt necoplanare.
4. Fie Ay, Ay, ... A, puncte afin independente din spatiul R"~! , n > 2

§i By (resp. Ba, ..., resp. B, ) un punct distinct de A; gi Ay (resp. de A
si A, ..., resp. A, si A; ) ce imparte segmentul orientat (A;, As) ( resp.
(Ag, As , ..., resp. (An, A1) ) In raportul A\; (resp. Ag, ..., resp. A, ) .

Generalizarea solicitata este:
Sa se arate ca punctele By, ..., B, sunt afin dependente daca si numai
dacd AjAg ...\, = (—=1)" (teorema lui Menelaus - generalizare) .



