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CLASA A X A

O�ciu: 10p

Problema 1: 30p

1) Dac  O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC ³i H ortocentrul s u, demonstraµi c 

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC

2) Într-un plan se dau un punct O, un num r strict pozitiv r ³i un vector u. Construiµi trei vectori
−→
OA,

−−→
OB,

−−→
OC de aceea³i m rime r, ³tiind c  suma lor este vectorul dat u.

Solutie: Se considera cercul C(O, r). Se vor construi punctele A, B, C pe acest cerc.

15p pentru: 1)Metoda 1: se foloseste dreapta lui Euler O−G−H cu 3
−−→
OG =

−−→
OH si 3

−−→
OG =

−→
OA+

−−→
OB+

−−→
OC.

Metoda 2: �e O′ este simetricul lui O fata de dreapta BC, D mijlocul lui (BC) si H punctul de pe inal-

timea din A astfel incat
−−→
AH = 2

−−→
OD. Atunci AHO′O este paralelogram si

−−→
AH = 2

−−→
OD =

−−→
OB +

−−→
OC. Deci

−−→
OH =

−→
OA+

−−→
AH =

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC. Repetand constructia pe o alta inaltime obtinem pe aceasta un punct

H ′ cu
−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC =

−−→
OH ′. Deci H = H ′, rezulta ca H e ertocentrul triunghiului ABC.

15p pentru: 2) Se aplica vectorul u in O si se noteaza cu H extremitatea sa. Problema revine la construirea

punctelor A, B, C pe cerc astfel incat H sa �e ortocentrul triunghiului ABC. Se alege A arbitrar pe cerc,

se completeaza paralelogramul HAOO′, se ia D mijlocul lui (OO′) si se considera perpendiculara d in D pe

OO′. Intersectia dintre d si cerc determina punctele B, C. Intrucat A a fost ales arbitrar pe cerc, problema

are o in�nitate de solutii

Problema 2: 30p

Se consider  P = Z×Z mulµimea punctelor de coordonate întregi din plan. Spunem c  un punct A ∈ P este

vizibil (din punctul O = (0, 0)) dac  segmentul [OA] nu conµine puncte interioare, aparµinând mulµimii P.

i) S  se arate c  punctul A ∈ P este vizibil dac  ³i numai dac  abscisa ³i ordonata sa sunt numere

prime între ele.

ii) S  se arate c  dac  cercul C(O, r), cu r ∈ N∗, conµine puncte vizibile atunci r = 4k + 1, pentru un

k ∈ N.
iii) S  se arate c  dac  p este num r prim, atunci cercul C(O, p) conµine puncte vizibile dac  ³i numai

dac  p = 4k + 1, pentru un k ∈ N∗.

Solutie:

10p pentru: i) Fie A = (x, y) ∈ P. Avem c  exist  B = (x1, y1) ∈ (OA) ∩ P dac  ³i numai dac 

0 < |x1| < |x|, 0 < |y1| < |y| ³i y1/x1 = y/x. Ultima condiµie este echivalent  cu 1 ≤ c.m.m.d.c.{x1, y1} <
c.m.m.d.c.{x, y}.
10p pentru: ii) Pentru r ∈ N∗, presupunem c  exist  (x, y) ∈ C(O, r) ∩ P cu x, y prime între ele. Cum

x, y, r sunt numere Pitogoreice, rezulta c  exist  m,n ∈ Z∗ astfel încât

x = m2 − n2, y = 2mn, r = m2 + n2.
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10p pentru: Deoarece x, y sunt prime între ele, se obµine ca ³i m,n sunt prime între ele. În consecinµ  r

din formula de mai sus este de forma 4k + 1.

iii) Se folose³te forma numerelor Pitagoreice pentru numerele x, y ³i p, precum ³i faptul c  un num r prim

este de forma 4k + 1 dac  ³i numai dac  se poate scrie ca o sum  de dou  p trate.

Problema 3: 30p

Fie n ∈ N∗ ³i a1, a2, ...an ∈ [0,∞) a.î. S := a1 + a2 + ...+ an < 1. S  se arate c 

1 + S ≤ (1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) ≤
1

1− S

³i

1− S ≤ (1− a1)(1− a2)...(1− an) ≤
1

1 + S
.

Când au loc egalit µi?

Solutie In ambele cazuri, inegalitatea din stanga se obtine prin inductie dupa n. Dupa ce se obtin astfel

5p pentru:

1 + S ≤ (1 + a1)(1 + a2)...(1 + an)

si

5p pentru:

1− S ≤ (1− a1)(1− a2)...(1− an),

pentru a arata inegalitatile din dreapta, observam ca

5p pentru:

(1− a1)(1− a2)...(1− an)(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) ≤ 1

si atunci

5p pentru:

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) ≤
1

(1− a1)(1− a2)...(1− an)
≤ 1

1− S

si

(1− a1)(1− a2)...(1− an) ≤
1

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an)
≤ 1

1 + S
.

Cazurile de egalitate se deduc din analiza calculelor de mai sus:

• 5p pentru: inegalitatile din stanga devin egalitati daca si numai daca toate numerele, eventual cu

exceptia cel mult a unuia dintre ele, sunt 0,

• 5p pentru: inegalitatile din stanga devin egalitati daca si numai daca toate numerele sunt 0.

Orice alt  soluµie corect  este luat  în considerare.


