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CLASA A XT A

Oficiu: 10p

Problema 1: 30p

Determinati toate multimile finite A C R care satisfac proprietatea
a€A = a*—|al|+1€A

Solutie
5p pentru: Evident, multimea vidi este solutie a problemei. Daca o multime nevida A satisface proprietatea

din enunt, atunci ea contine elemente pozitive, intrucat

fla)=d*~|a|+1=(a| -1+ |al|>0.

10p pentru: Aritam cid 1 este unicul element pozitiv din A. Fiea € Acua > 08l a # 1. Atunci f(a) € A
si f(a) > a. Inductiv, se verifica ca girul strict crescator (f*(a))ren este continut in A, lucru imposibil
deoarece A este finita.

10p pentru: Fieb € A cu b <0. Cum f(b) > 0, rezulta f(b) = 1, ceea ce conduce la b € {—1,0}.

5p pentru: In concluzie, submultimile lui R cautate sunt: ), {1}, {0,1}, {~1,1} si {—1,0,1}. n

Problema 2: 30p

s
Fie triunghiul ABC, vectorii Z, §, Z si punctele M, N, P astfel incat AM = AZ, l?ﬁ = Ay si ﬁ = )\Z,
A € R,. Se cere locul geometric al centrului de greutate @ al triunghiului (eventual degenerat) M NP cand

A variaza.

Solutie:

18p pentru: Notam cu G centrul de greutate al triunghiului ABC si fie O un punct arbitrar. Se obtine ca
Oﬁ:O@Jr%(mngrz) ~ GO = 2z +y+2).

12p pentru: Daca T + j + z = 0 rezulta Q = G, deci locul geometric cautat este format doar din G.

Daca T + § + z # 0 atunci, deoarece G este punct fix si vectorul %(33 + ¥ + Z) este dat, rezulta ca locul

geometric este semidreapta cu originea in G, paralela cu directia vectorului Z + § + Z si avand “acelasi sens”
—
cu acesta: {M/GM =a(Z+§+ z), a > 0}.

Problema 3: 30p

Fie f: R —[0,1] si @ > 0 a.i. pentru orice z € R are loc relatia

01) fle+a)= 5 +VT@ — )

Sa se arate cd f este periodica gi sd se dea un exemplu de functie care verificd relatia (0.1).
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Solutie
5p pentru: Consideram functia g : R — R data prin g(z) = f(z) — 1. Atunci are loc relatia

(0.2) glx+a) = i —g%(x),Vr € R.

15p pentru: In particular, g are valori pozitive. Obtinem atunci

1
g(x + 2a) = i g*(z +a) = g(x),Vr € R.

Deci g este periodica, de perioada 2a si prin urmare f este periodica de aceeasi perioada.

10p pentru: Pentru exemplu, sa observam ca o functie ce satisface relatia (0.2) este

() 1. =t
r) = = |sin —
g 2 [ 24
Deci putem considera
1 it
=—11 in—| | .
f(z) 5 ( + sin o >

Orice alta solutie corecta este luata in considerare.



