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CLASA A XIT A

Oficiu: 10p

Problema 1: 30p

Se noteazd cu f,, derivata de ordin n (n > 1) a functiei (22 — 1)".

a) Calculati fi, fo si fs.
b) Aridtati ci existd exact n valori —1 < &1 < 9 < ... < x, < 1 pentru care f,(zx) =0,k=1,2,...,n.

¢) Acceptand ci are loc o relatie de recurenti de forma:

fn+1(x) = (anJU + bn)fn<x) + Cnfn—l(x)
determinati coeficientii a,,, b, c,.

Solutie.

9p pentru: a) Simplu calcul: fi(z) = 2x; fo(z) = 1222 — 4; f3(z) = 1202® — 72z.

12p pentru: b) (22 — 1) are radacinile £1, fiecare cu multiplicitatea n. Urmeaza ca derivata intaia are
radacinile +1 cu multiplicitatea n — 1 si inca o radacina pe (—1,1) (teorema lui Rolle. Prin recurenta,
derivata de ordin k, 1 < k < n, are +1 radacini de multiplicitate n — k si k radacini distincte pe (—1,1).
In concluzie, f, are n radacini distincte pe (—1,1). Fiind functie polinom de grad n, acestea sunt toate

radacinile.
9p pentru: c) Este suficient sa scriem
(22 = 1)" = 2®" —2nx® 2 ..

deci
fo(@)=2n2n—1)...(n+ 2™ —2n.2n —2)(2n —3)... (n — D)a" 2 + ...

Identificand coeficientii, se gaseste: a,, = 2(2n + 1), b, = 0 (pe motive de paritate) si ¢, = —4n?.

Observatie, care nu se puncteaza: In continuare, justificim considerarea relatiei de recurenta.

Relatia de recurenta care trebuie verificata este:

(n—1)?
2n —1)(2n — 3)

P, (z) =2P,_1(z) — P,_s(x)

In primul rand, transformam termenul P, _1(x) pe baza formulei lui Leibniz:

wf D (@) = [ f (@) "7 = (= D)

adica:
n—1! d'z2-1)"1  (n—1)! d"! n—
rP, 1 (x) = ((Qn — 2))|:17 (d:v”—1 ) = ((2n — 2))' T [x(x2 -1) 1] _
(n—1)(n—1)d"2@?-1)"!

(2n — 2)] dzn—2
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Acum punem in evidenti derivata de ordin (n — 2) din primul membru:

_onl d@*-1)" _ nl d! 2 a1 _
Pn(l‘) = (QTL)! dxm - (271)! dzn—1 [n?x(m — 1) } —
n! dn—2 o .
= G i (@ DT 2t e Dt - ) =
n! dn—2 ) o , -
:mm[@n—l)(x — 1"t 2(n - 1)(a? - 1))
Astfel, egalitatea de verificat devine:
n! dn—2 . -
(2n — 1)l dzn—2 [(2n—1)(2* = 1)" " +2(n—1)(=" - 1)" %] =
= u dn—1 [x(x2 B 1)n_1] B (n—1)(n—1)! dn—2(x2 _ 1)n_1 B
(2n = 2)t da"™ 2n - 2)! T

(n—2)! (n—1)* an— 2 n—2
T (@2n—4) (2n— 1)(2n — 3) da" 2 (" =1

Mai transformam:
dn—l
dxn—l

dn—2

[a@? 1Y = 2

[(2n—1)(z® —1)" ' +2(n—1)(2* — 1)"?]

Acum, cei doi membri sunt derivatele de ordin (n — 2) a dous functii egale:
n(n—1)[(2n —1)(@* - )"+ 2(n - 1)(@? - 1)" %] =

= (20— (0 1) [n(a® = )" + 20— (a? ~ )" = 2(n — 1P(? - )2

Problema 2: 30p

Pe o insula traieste un grup de cameleoni de trei culori: 17 sunt rosii, 15 sunt verzi, iar 13 sunt galbeni. Daca
doi cameleoni de culori diferite se intalnesc, atunci fiecare igi schimbéa culoarea in cea de a treia. Schimbarea

culorii unui cameleon se petrece doar in aceasta situatie.
De exemplu, dacd un cameleon rosu se intalneste cu un cameleon verde, atunci ambii devin galbeni.

Se poate sa se ajungi la situatia ci toti cameleonii au aceeagi culoare?

Solutie.

20p pentru: Plecand de la (17,15,13) si adunand vectori de forma (2,—1,-1), (-1,2,—-1), (-1,—-1,2),
trebuie sa ajungem la una din starile (45,0,0), (0,45,0), (0,0,45).

10p pentru: Metoda cea mai eleganta este sa se lucreze mod. 3 ( mod 2 nu da rezultate): adica plecam de

la (2,0,1), adunam (2,2,2) si vrem sa ajungem la (0, 0,0), ceea ce este imposibil.

Problema 3: 30p

Fie M multimea matricelor din M, (C) de forma

a/l a2 ... a/n

an ai e Ap—1
Aay,ag,...,a,) =

a2 a3 ... al

a) Aratati ca o matrice B € M,,(C) comutd cu toate matricele din M daca si numai dacd B € M.
b) Calculati A(1,1,0)™.
¢) Calculati A(1,1,0,...,0)™.



CONCURSUL DE MATEMATICA “GAUDEAMUS” - EDITIA A II-A, 2010 3

Solutie. Observim mai intai ci o matrice A € M este de forma
n
A(ala az, ..., an) = Z aiAia
i=1

unde A; = A(1,0,...,0), Ay = A(0,1,...,0), ..., A, = A(0,0, ..., 1). In plus, avem A;A; = AjA;, pentru oricare
ij € {1,2,..,n}.

10p pentru: a) Presupunem ci matricea B = (bij)i’j:ﬁ satisface BA = AB, oricare ar fi A € M. Atunci
BA; = A3 B, ceea ce conduce la

bll :b22:"':bnn

b12 = b23 == bn—ln = bnl

bin =ba1 =b3a =-+-=bpp_1.

Notéand cele n cantitdti de mai sus respectiv cu by, b, ..., b,, deducem cd B = A(by, ba, ..., b,) € M.
Reciproc, dacd B = A(by, ba, ..., b,) € M, atunci avem

AB = <i aiAi) ibjAj = iiaibinAj = iiaibjAin =
i=1 =1

i=1 j=1 j=11i=1

= ibjAj (i a2A2> = BA,
j=1 i=1

oricare ar i A = A(aq,aq, ...,a,) € M.
10p pentru: b)
10p pentru: c) Prin inductie dupa k, se obtine
A(1,1,0,...,0)F = A(CY,C}, ...,CF .0, ...,0), oricare ar fi k < n.
In concluzie,
A(1,1,0,...,0)" = A(1,1,0,...,0) A(CY_,,C}_,,...C""}) =
= A(Ch 1+ O, Cr + Oy, ORI+ CRTy) =

= A(2,CL,C%,..,cr ). "

Orice alta solutie corecta este luata in considerare.



