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CLASA A XII A

O�ciu: 10p

Problema 1: 30p

Se noteaz  cu fn derivata de ordin n (n ≥ 1) a funcµiei (x2 − 1)n.

a) Calculaµi f1, f2 ³i f3.

b) Ar taµi c  exist  exact n valori −1 < x1 < x2 < . . . < xn < 1 pentru care fn(xk) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

c) Acceptând c  are loc o relaµie de recurenµ  de forma:

fn+1(x) = (anx+ bn)fn(x) + cnfn−1(x)

determinaµi coe�cienµii an, bn cn.

Soluµie.

9p pentru: a) Simplu calcul: f1(x) = 2x; f2(x) = 12x2 − 4; f3(x) = 120x3 − 72x.

12p pentru: b) (x2 − 1)n are radacinile ±1, �ecare cu multiplicitatea n. Urmeaza ca derivata intaia are

radacinile ±1 cu multiplicitatea n − 1 si inca o radacina pe (−1, 1) (teorema lui Rolle. Prin recurenta,

derivata de ordin k, 1 ≤ k ≤ n, are ±1 radacini de multiplicitate n − k si k radacini distincte pe (−1, 1).
In concluzie, fn are n radacini distincte pe (−1, 1). Fiind functie polinom de grad n, acestea sunt toate

radacinile.

9p pentru: c) Este su�cient sa scriem

(x2 − 1)n = x2n − 2nx2n−2 + . . .

deci

fn(x) = 2n(2n− 1) . . . (n+ 1)xn − 2n.(2n− 2)(2n− 3) . . . (n− 1)xn−2 + . . .

Identi�cand coe�cientii, se gaseste: an = 2(2n+ 1), bn = 0 (pe motive de paritate) si cn = −4n2.

Observaµie, care nu se puncteaz : În continuare, justi�c m considerarea relaµiei de recurenµ .

Relaµia de recurenµ  care trebuie veri�cat  este:

Pn(x) = xPn−1(x)−
(n− 1)2

(2n− 1)(2n− 3)
Pn−2(x)

În primul rând, transform m termenul xPn−1(x) pe baza formulei lui Leibniz:

xf (n−1)(x) = [xf(x)]
(n−1) − (n− 1)f (n−2)(x)

adic :

xPn−1(x) =
(n− 1)!

(2n− 2)!
x
dn−1(x2 − 1)n−1

dxn−1
=

(n− 1)!

(2n− 2)!

dn−1

dxn−1

[
x(x2 − 1)n−1

]
−

− (n− 1)(n− 1)!

(2n− 2)!

dn−2(x2 − 1)n−1

dxn−2

1
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Acum punem în evidenµ  derivata de ordin (n− 2) din primul membru:

Pn(x) =
n!

(2n)!

dn(x2 − 1)n

dxn
=

n!

(2n)!

dn−1

dxn−1

[
n.2x(x2 − 1)n−1

]
=

=
n!

(2n− 1)!

dn−2

dxn−2

[
(x2 − 1)n−1 + 2x2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
=

=
n!

(2n− 1)!

dn−2

dxn−2

[
(2n− 1)(x2 − 1)n−1 + 2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
Astfel, egalitatea de veri�cat devine:

n!

(2n− 1)!

dn−2

dxn−2

[
(2n− 1)(x2 − 1)n−1 + 2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
=

=
(n− 1)!

(2n− 2)!

dn−1

dxn−1

[
x(x2 − 1)n−1

]
− (n− 1)(n− 1)!

(2n− 2)!

dn−2(x2 − 1)n−1

dxn−2
−

− (n− 2)!

(2n− 4)!

(n− 1)2

(2n− 1)(2n− 3)

dn−2

dxn−2

[
(x2 − 1)n−2

]
Mai transform m:

dn−1

dxn−1

[
x(x2 − 1)n−1

]
=

dn−2

dxn−2

[
(2n− 1)(x2 − 1)n−1 + 2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
Acum, cei doi membri sunt derivatele de ordin (n− 2) a dou  funcµii egale:

n(n− 1)
[
(2n− 1)(x2 − 1)n−1 + 2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
=

= (2n− 1)(n− 1)
[
n(x2 − 1)n−1 + 2(n− 1)(x2 − 1)n−2

]
− 2(n− 1)3(x2 − 1)n−2

Problema 2: 30p

Pe o insul  tr ie³te un grup de cameleoni de trei culori: 17 sunt ro³ii, 15 sunt verzi, iar 13 sunt galbeni. Dac 

doi cameleoni de culori diferite se întâlnesc, atunci �ecare î³i schimb  culoarea în cea de a treia. Schimbarea

culorii unui cameleon se petrece doar în aceast  situaµie.

De exemplu, dac  un cameleon ro³u se întâlne³te cu un cameleon verde, atunci ambii devin galbeni.

Se poate s  se ajung  la situaµia c  toµi cameleonii au aceea³i culoare?

Soluµie.

20p pentru: Plecând de la (17, 15, 13) si adunand vectori de forma (2,−1,−1), (−1, 2,−1), (−1,−1, 2),
trebuie sa ajungem la una din starile (45, 0, 0), (0, 45, 0), (0, 0, 45).

10p pentru: Metoda cea mai eleganta este sa se lucreze mod. 3 ( mod 2 nu da rezultate): adica plecam de

la (2, 0, 1), adunam (2, 2, 2) si vrem sa ajungem la (0, 0, 0), ceea ce este imposibil.

Problema 3: 30p

FieM mulµimea matricelor din Mn(C) de forma

A(a1, a2, ..., an) =


a1 a2 · · · an

an a1 · · · an−1

...
...

...

a2 a3 · · · a1

 .

a) Ar taµi c  o matrice B ∈Mn(C) comut  cu toate matricele dinM dac  ³i numai dac  B ∈M.

b) Calculaµi A(1, 1, 0)n.

c) Calculaµi A(1, 1, 0, ..., 0)n.



CONCURSUL DE MATEMATIC� �GAUDEAMUS� - EDI�IA A II-A, 2010 3

Soluµie. Observ m mai întâi c  o matrice A ∈M este de forma

A(a1, a2, ..., an) =

n∑
i=1

aiAi,

unde A1 = A(1, 0, ..., 0), A2 = A(0, 1, ..., 0), ..., An = A(0, 0, ..., 1). În plus, avem AiAj = AjAi, pentru oricare

i, j ∈ {1, 2, ..., n}.

10p pentru: a) Presupunem c  matricea B = (bij)i,j=1,n satisface BA = AB, oricare ar � A ∈M. Atunci

BA2 = A2B, ceea ce conduce la 

b11 = b22 = · · · = bnn

b12 = b23 = · · · = bn−1n = bn1

...

b1n = b21 = b32 = · · · = bnn−1.

Notând cele n cantit µi de mai sus respectiv cu b1, b2, ..., bn, deducem c  B = A(b1, b2, ..., bn) ∈M.

Reciproc, dac  B = A(b1, b2, ..., bn) ∈M, atunci avem

AB =

(
n∑

i=1

aiAi

) n∑
j=1

bjAj

 =

n∑
i=1

n∑
j=1

aibjAiAj =

n∑
j=1

n∑
i=1

aibjAjAi =

=

 n∑
j=1

bjAj

( n∑
i=1

aiAi

)
= BA,

oricare ar � A = A(a1, a2, ..., an) ∈M.

10p pentru: b)

10p pentru: c) Prin inducµie dup  k, se obµine

A(1, 1, 0, ..., 0)k = A(C0
k , C

1
k , ..., C

k
k , 0, ..., 0), oricare ar � k < n.

În concluzie,

A(1, 1, 0, ..., 0)n = A(1, 1, 0, ..., 0) A(C0
n−1, C

1
n−1, ..., C

n−1
n−1 ) =

= A(C0
n−1 + Cn−1

n−1 , C
0
n−1 + C1

n−1, ..., C
n−2
n−1 + Cn−1

n−1 ) =

= A(2, C1
n, C

2
n, ..., C

n−1
n ).

Orice alt  soluµie corect  este luat  în considerare.


